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12. SEMINAR Z MECHANIKY

12.1 O jaky uhel se odchyli od vodorovné roviny hladina kapaliny v cisternovém voze,
ktery brzdi se zpomalenim 5 m-s—* ?

i a,=5m-s”’;. a="?
— »>-
a . Volna hladina kapaliny je v kazdém svém bod¢
I_| kolma k vyslednici sil, které v daném bod¢ na
dF dF kapalinu plisobi. V nasem piipadé na element dm
g i1l kapaliny v kazdém bod¢€ volné hladiny plsobi sila
- tihova  dF ,=gdm, a setrvaéna sila

dm . Pro jejich vyslednici plati

|

dF =dF, +dF, =(g-a,)dm; :}IE =tga =

g

tgoc=a—“ , =27
g

12.2 Na plnou kouli ve vzduchu plsobi tihova sila o velikosti 390 N . Na tutéz kouli
ponoienou ve vod¢ pusobi vyslednd sila o velikosti 340 N. Hustota vody je

1-10° kg- m™>. Jaky je objem V koule? Jaka je hustota p, latky zniz je koule
vyrobena? Jaky objem V' by musela mit dutina v kouli, aby se ve vod¢ vznasela?

F,=390N; F=340N;p= 1-10° kg-m™. V,p,V' =2

Vysledna sila F pusobici na ponofenou kouli je vyslednici tithové
sily Fg a hydrostatické vztlakové sily 13V Plati tedy

. L. F,-F
F=F +F,=>F=F,-F,; F=F -Vpg=|V=

g

V=510"m’.

Hustotu p, latky, z niz je koule zhotovena, urCime z jejiho objemu V' a tihové sily F,

F,

__'g
F,~F

F
ngVplg:pI:V—gg: o) pl,p, =78kg-m">.

Objem V' dutiny v kouli ziskame z podminky vznaSeni koule ve vodé — stiedni hustota
koule s dutinou musi byt rovna hustoté vody - hmotnost koule s dutinou musi tedy byt
rovna hmotnosti ji vytlacené vody pii plném ponofeni.

Vo=Vp,~V'p, = | V'=PLZPy| pro44.10° m’
Py

12.3 Voda proudi trubici nestejného praiezu. Jaky je jeji objemovy tok, jestlize
v mistech s prifezy S, =10 cm’, resp. S, =20 cm’ umisténé manometrické trubice
vykazuji rozdil hladin Az =20 cm ? Vnitini tfeni proudici vody zanedbavame.
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S, =1-10"m’; §,=2-10" m’;
Ah=2-10"m. Q, =?

Ah

Pro rozdil statickych tlakli v rozSifené a zuzené
¢asti trubice plati p, — p, = Ahpg.

Z BERNOULLIHO rovnice soucéasn€ dostavame

S v v,—
ZJ | p—p =%p(vf —v3), takze

%p(vf —vzz):Ahpg: vl —vs =2Ahg.

. o " S, . : ,
Z rovnice kontinuity obdrzime Su, =S,v, = v, =—-v,. Dosadime-li tento vyraz do
2
ptedchoziho vztahu, dostaneme

S22 _S12

2
v} [1—%J:2Ahg:>vfb’f[ L1 j:2Ahg: vrS; =2Ahg =

o2 Q2
2 1 2

0, =50,=5,5, | 229 | 0 =23.10° m* 5"
Sz _Sl

12.4 Voda proudi trubici nestejného prafezu. V nejSir$i casti trubice ma rychlost
v,=050m-s™ atlak p, =1,5-10° Pa. V uzsi ¢asti ma tlak p, = 2,04-10* Pa. Jakou
ma voda rychlost v této uzsi ¢asti, zanedbavame-li vnitini tfeni?

2
152

p=1-103 kg-m_3; v, =0,50m-s™"; 12 =1,5-10° Pa; D, =2,04-10" Pa; v,=7?

Protoze neni uvedeno jinak, budeme pfedpokladat, Ze trubice je vodorovna.
Z BERNOULLIHO rovnice dostavame

2 —
P+ SUL = py P = 2, pU] = 2p, it = J%

12.5 Na vodorovném stole je nadoba, v jejiz svislé sténé je nckolik otvorii jeden nad
druhym. Nédoba je naplnéna kapalinou. Dokazte, Ze kapalina tryskajici z otvort dopada
na stll rychlostmi o téze velikosti.

Uvazujme otvor ve vySce y<h stény
hs = Uy, nadoby. Hydrostaticky tlak v urovni

otvoruje p=(h—y)pg.

h hy = Usg
) [y U Pro vytokovou rychlost v, () kapaliny
z otvoru ve vySce y (vodorovnou slozku
rychlosti vodorovného vrhu) tedy plati
U
5, \ Vo (»)=y2(h-y)g .
U Velikost  svislé  slozky  rychlosti

vodorovného vrhu kapaliny pii dopadu na
still z visky y je v, (¥)=+/2yg -
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Velikost vysledné rychlosti kapaliny pti dopadu na stiil je tedy

v () =[] +[v, ()] =

v(y)=\/2(h—y)g+2yg = (v =4/2hg

Z vysledku je patrné, ze velikost dopadové rychlosti kapaliny na stll nezavisi na poloze
otvoru, z né¢hoz kapalina vytékd — je tedy stejna pro vytok libovelnym otvorem ve sténé
nadoby.

12.6 Ve dné nadoby je maly otvor, kterym vytéka voda. Volna hladina vody v nadobé&
je 30cm nade dnem. Jakou rychlosti vytékd voda v téchto pfipadech? a) Nadoba je
v klidu. b) Nadoba se pohybuje rovnomérné vzhtiru. ¢) Nadoba se pohybuje vzhiru se

zrychlenim 120cm -s ™. d) Nadoba padd volnym padem.

v,=0; U,=konst.; a,, =1,2m-s™ Ad,, Ng; d,=g;v="

a), b) Na vodu pusobi v klidné nadobé pouze objemova sila a v hloubce % pod volnou
hladinou zptisobuje hydrostaticky tlak p=hpg. Voda vytékd v obou piipadech

rychlosti | U =+/hpg

¢) Na element vody ptlisobi vtomto piipadé kromé tihové sily jest€¢ (objemova)
setrvaéna sila dF, = —a, pdV (dﬁS ™ g) . 'V hloubce 4 pod volnou hladinou vyvolava

proto soucasné ptsobeni téchto dvou objemovych sil hydrostaticky tlak

p=hp(g+a,,)= UZ\/hP(QWuJ)

d) Na element vody plsobi vtomto piipadé¢ kromé tihové sily jesté¢ (objemova)
setrvacna sila dI:"S:—Ezu’ZpdV (dFs ™N g) V  hloubce 4~ pod volnou hladinou

vyvolava proto soucasné ptusobeni téchto dvou objemovych sil hydrostaticky tlak

p=hp(g-a,)=hp(g—-g)=0=[v=0

12.7 Jaky tvar ma volnd hladina kapaliny v nddobé tvaru vélce, ktera se otaci kolem
svislé osy uhlovou rychlosti ®?

0; g; y=y(x)=?

)

t . . T
/ Na element kapaliny o hmotnosti dm nachazejici se
na volné hladiné ptisobi pfi rotaci nadoby tihova sila
dF; o velikosti df; = gdm a setrvacna odstfediva

~ dF; sila dF, o velikosti dF, = x@’dm; x je vzdalenost

dE-¥ elementu od osy otaceni, ® velikost tthlové rychlosti
¢ rotace nadoby (kolem osy o0=0y). Vysledna sila

e
&

pusobici na uvazovany element dm kapaliny je pak
0 X (x)” dF =dF, +dF,.

Hodnota funkce tangens uhlu «, sviraného



-82 -

nezapornou soufadnicovou poloosou 0x a tecnou ke grafu funkce y = y(x) , e rovna

hodnoté prvni derivace dy/dx funkce y = y(x) vbodé x atedy

2 2
ﬂ:tga:d_y:)d—y:w—xj dy:w—de
dr, dx dx g g

Integraci této rovnice (vlevo vzhledem k y, vpravo vzhledem k x ) dostavame

2

=2 2y
Y 29 Yo

Integraci ziskand funkce je rovnici paraboly s vrcholem v bodé [0; yo], jejiz osa je
totozna s osou otaceni nddoby s kapalinou.

Pieneseme-li nas problém do trojrozmérného prostoru, miizeme fici, ze volna hladina
kapaliny v rotujici nddobé ma tvar rota¢niho paraboloidu — v kazdém jejim bod¢ je
tato kvadratickd plocha (volnd hladina kapaliny) kolma na vyslednou silu
dF = dF, +dF, .

12.8 Zkolika  hmotnostnich  procent  médi (pCu =88g-cm™ ) a cinu

( pg, =73g-cm” ) se sklada bronzova krychle ma-li na vzduchu tihu 6,3 kN a ve vodé
554 kN .

Pey =8,8 g-cm‘3; Ps, =7,3 g-cm_3, Fs;,1 =554 kN, F;,=6,30 kN ; %(m)Cu,Sn =%

Z rozdilu tihy na vzduchu a ve vodé€ ur¢ime velikost hydrostatické vztlakové sily F, a

zniobjem V télesa
FG,I — FG,2

Fo,—Fo,=F,=Vpyog= V=
Pu,09

Dale plati:
Vee tVar =V AVePcu9 +VaPsn9 = Fi -

Z této soustavy rovnic dostavame

I/Sn = V - VCu = VCupCug + (V - VCu)pSHg = FG,I =

1 1 Ps,
VCu = —(FG,l _VpSng) = VCu =7 N FG,I __S(FG,I _FG,Z) :
(pCu _pSn)g (pCu _pSn)g H,0
Hmotnostni procentualni zastoupeni médi je pak
%(m)cu _ chpcug 102 — %(m) Cu — pCu ];'G’1 _ pSn (F'G’1 _ FG’Z) 102
Fy, Fs, (pCu - pSn) H,0

12.9 O kolik procent svého objemu se vynofi ze rtuti Zelezna koule, nalije-li se na rtut
tolik vody, aby cel4 koule byla pod ni. Hustota Zeleza je p;, =7,8 g-cm >, hustota rtuti

je py, =13,6 g-cm™, hustota vody py o =1g-cm™.

Pre=7.8g-cm™; py =13,6 g-cm™; py o =1 g-cm™; x(%V ) =?
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Tiha koule na vzduchu je F; =Vpgg. Plave-li koule ve rtuti, je velikost tihy koule
rovna velikosti hydrostatické vztlakové sily F, =V py,g., kde V| je objem do rtuti

ponofené ¢asti koule. Plati tedy
Fy=F = Vprg =Vipug = V==V
Hg

Nalijeme-li na rtut’ vodu tak, aby celd koule byla ponofena [¢asti o objemu ¥, (< Vl) do
rtuti, ¢asti o objemu V; do vody], je vysledna hydrostaticka vztlakova sila souctem
dvou sloZek — hydrostaticke vztlakove sily V,p,,g rtuti a hydrostatické vztlakové sily
vody Vipy g . Plati tedy

Vchg:I/ZPHgg—'—I/SszOg/\VZ +I/3 =V :

Pre — pHZO

Prg ~Pu,0

I/3:V_I/Z:VpFe:I/szg_'_(V_I/Z)pHZO: V,= o

Hledanou hodnotu objemu, o n¢jz se koule ,,zalita vodou* vynoii ze rtuti v procentech
(svého celkového objemu) ur¢ime jako

x=i Vg o =] Bre _PreZPuo 12 (of )
Vv pHg pHg_szo

12.10 V nadob¢ je voda s hladinou ve vysce /& =30cm. Jak vysoko nade dnem musi
byt otvor, aby z néj voda tryskala nejdale na vodorovnou rovinu, kterd je v urovni dna?

h=30cm; y, =7

Element kapaliny opustivsi otvor ve stén¢ nadoby se dale pohybuje vodorovnym vrhem
pocate¢ni rychlosti v=.2(h-y)g. Okamzik

dopadu elementu kapaliny na vodorovnou rovinu
() pacy. , ” )
vurovni dna nadoby uréime z podminky
y| v y=1gt’=0 jako t'= .2y/g . Vzdalenost x
I dopadu elementu kapaliny je tedy
X
() x=vi=x=42(h-y)g /2—y:>
0 X g
x=2 (h — y) V.
Vzdalenost x dopadu je maximalni (extrémni), kdyz
dx 21—y+h—y_ h-2y

o T 2 )y J

_h
Y=y
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12.11 Ve svislé stén¢ valcové nadoby jsou nad sebou dva otvory ve vyskach A, a h,

nad jejim dnem. V jaké vySce i musi byt udrzovéna volnd hladina kapaliny v nadobé,
aby proud kapaliny z obou otvorli dopadal do t¢hoz mista vodorovného stolu, na némz
nadoba stoji?

hs hys h=?
% Pro rychlosti kapaliny vytékajici z otvort plati:
Uy y=nh, :UIOZVZ(/’l—hl)g, y=h,
hy = a tedy
. X, =Ut = x,=1J2(h-h)g;
Uy,
IS 1
h y1=h1—zgt2. y=h2:>U20=\/2(h—h2)g,
a tedy
0 * X, =Upt = X, =t,J2(h—h,) g ;
1
Vs :hz_zgtz-

Ur¢ime nyni (rizné) okamziky (tD’I, tD,z) dopadu téchto ,,vodorovnych vrhi“ na

vodorovnou rovinu v niz lezi dno nddoby

/2/’1 ’2]/1
»n=y$,=0=> Ip, = _l;tD,zz —.
g g

Pro vzdélenosti dopadu (d,,d,) pak plati

2h

d,=x(tp,)= jJZ(h—hl)g = d, = [4h (h—h,)
2h

dy=x,(ty,) = jﬂ/z(h—hz)g = d, = \[4h, (h—h,).

Podminka dopadu na stejné misto znamena, ze d, = d, a tedy

Jah (h=h) = Ak, (h=hy) = b (k=)= hy(h=h,) = hh =k’ = hyh— b} =

h(hy—h)=h - = |h=h+h,

12.12 Jaky tvar musi mit osové symetrickd nadoba, aby pii vytoku vody otvorem
v jejim dné bylo klesani hladiny v nadob¢ rovnomérné?
[rotaéni plocha s merididnovou kiivkou y = kx4]

Uved’'me nejdiive, ze na$im Ukolem je nalezeni analytického vyjadieni [ y= y(x)]
obecné osove symetrické rovinné kiivky s osou symetrie o= 0y, jejiz rotaci kolem osy
symetrie vznikne nadoba spliujici zadani ulohy (u =konst.). Dané kiivce fikime

polednikova, nebo také merididnova kiivka jeji rotaci vzniklé symetrické plochy.
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(») y=y(x) Jeli vyska volné hladiny kapaliny Ynédobé ne}de
\ dnem rovna y, je rychlost kapaliny vytékajici

otvorem o prifezu S ve dné rovna v=,/2yg.

‘ﬁ Rovnice kontinuity ma v naSem ptipad¢ tvar
w'u=Sv = ’u = S\2yg =

2.2

4 4

= |y=kx

x'u? =28*gy = _T X
0 X gy=>7y 25°g

<

11.13 Valcova nadoba nahoie otevienda ma vysku

=20cm a polomér r=5cm. Uprostied dna

nadoby je otvor prifezu S=1cm’. Do nadoby piitéka shora voda z vodovodu pii
objemovém toku Q, =140 cm’-s™'. a) Jak vysoko vystoupi voda v nddob&? b) Za jak
dlouho se nadoba vyprdzdni, jestlize pfi dosazeni maximalni vysky hladiny vody

v nadob¢ ptitok vody zastavime? ¢) Jaky pohyb kond hladina vody ve nadobé pfii
vytoku vody otvorem ve dng¢?

QV TWZQV
h=——t=—
28°g S°g

; TOVNL. zpomaleny}

H=2-10"cm; r=5-107; S=1-10"m*; O, =1,4-10° m’; h, t,y =2

a) Pii plnéni naddoby hladina vody stoupd a sni roste 1
B () H velikost rychlosti vytoku vody otvorem ve dné nadoby.
[ 2r Stoupani hladiny se zastavi a hladina se ustali ve vysce A
' le v okamziku, kdy je objemovy tok vody otvorem ve dné

_ h nadoby stejny jako objemovy tok O, vody piitékajici

# X z vodovodu. Dostavame tedy
dx

2
O, =Sv, =S2hg = 07 =S*2hg = |h = z%g
S
b 0 b) V okamziku, kdy hladina vody klesne o vzdalenost
* h—x, je velikost v, vytokové rychlost vody v otvoru §
rovna g . V nasledujicim nekonecné kratkém cCasovém intervalu df tedy

otvorem S vytece objem vody dV =Sv dt =
dV =8.2xgdr.

V &asovém intervalu df se tedy objem vody v nadob& zmensi o dV = m°dx . Z rovnosti
téchto elementarnich objemt plyne

S\2xgdt = nridx = dt =

—x
S+2g \/_ S \29
Celkovy ¢asovy interval £ vytoku vody z nédoby ziskdme urcitou integraci
b 1 [ } h 2mr?
=— | x dx 2x? = = —\/Z
S\2g J.O \/ S\2g

Dosadime-li za & vysledek z ¢asti a) této ulohy, dostaneme postupné
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2 2 2 2
2mr oy :>t227tr Oy t:m’ 0Oy

" 529 \25% S*2g S’g

¢) Pohyb hladiny vody v nadobé pii vytoku vody otvorem § ve dné bude obecné
zpomaleny, nebot’ velikost v vytokové rychlosti vody otvorem S klesa v disledku

zmensujiciho se hydrostatického tlaku v Grovni dna nadoby. Posud'me nyni moznost
rovnomérné zpomalené¢ho pohybu hladiny vody v naddobé. Pokud by tomu tak bylo,
zavisela by velikost u rychlosti # pohybu hladiny na ¢ase linearné — mohli bychom ji
tedy vyjadfit vztahem
u=u,—kt; k>0.

V takovém pfipad¢ by bylo moZno urCit primérnou rychlost u, klesani hladiny
v Casovém intervalu ¢’ jako aritmeticky pramér jeji maximalni (umax) a minimalni
(4, =0) hodnoty. Maximalni hodnotu (u,, ) klesani hladiny bezprostiedné po
uzavieni pfitoku uréime pomoci vztahu v =./2hg pro vytokovou rychlost kapaliny
otvorem ve dné z rovnice kontinuity

S\2hg

2
r

mwu,, = S\2hg = u,, =
Priimérna rychlost u, klesani hladiny v ¢asovém intervalu ¢ je pak

u :umax+umin: u _S 2hg

P 2 P oo

Casovy interval ' vytoku veskeré vody z nadoby pak uréime jako

, h . 2mhr? Y .2
f="=1= =" | —= (= Jh
u, S\/2hg S \2hg Sy2g
Dosadime-li za h vyraz ziskany v feseni Casti a), dostaneme
L 2 | 05 . ’Q,

e ==
S\2g \28°g S’g

Porovname-li nyni doby vytoku veskeré vody, ziskané feSenim ¢asti b) a ¢), zjistime, ze
t'=t. Tento vysledek znamena potvrzeni pifedpokladu o tom, Ze hladina vody v nddobé
(valcové) pii vytoku otvorem ve dn¢ kond rovnomérné zpomaleny pohyb.




