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11. SEMINAR Z MECHANIKY

11.1 Deélo vrh4 stiely pocate¢ni rychlosti v, =400 m-s™'. Je nutno zasahnout cil, ktery
je v horizontalni vzdalenosti x =1000 m od d¢la a ve vySi y =300 m nad nim. Jaky je
minimalni elevacni thel déla?

U, =400m-s"'; x=1000m; y=300m; g= 9.8m-s?; Ty, =2

Stiela se pohybuje Sikmym vrhem a

(») slozky jejiho polohového vektoru
C jsou
Y X =U,tcosa,
U, |
o y:—agt2+votsina.
0 X (x)  Analyticky tvar trajektorie

(paraboly) ziskame vylouc¢enim
Casu t z predchozich (parametrickych) rovnic

2

1 X X . g 2
t= = y=—=g——— 1V, s = y=——5———X +xtga.
U, coso 27 vycos o U, cosa 2v, cos” a
Vyjadiime nyni funkci cos” o pomoci funkce tgow nasledujici upravou
, sinfo l-cos’a X 1
cos" ou=—5—= > = cos o= 5
tg” o tg” o l+tg"a
a dosadime jej do rovnice paraboly. Dostavame
y= —2%(1+ tg’ oc)x2 +xtga = gxitg’ a—2uix tga+2u y+gx’ =0,
UO

coz je vzhledem k veli¢indm, které zname, kvadratickd rovnice vzhledem k tgot. Jeji
diskriminant je

D =4v,x* —4gx’ (2v§y + gxz) = D=4x [vé (vé - 2gy) - gzxz] .
Mensi z kofenu feSené kvadratické rovnice ma hodnotu

20lx — 2x\/v§ (vé -~ 2gy) -g’x’ _

tgo, =tgo._. =
g 1 g min 2gx2
v, —Jve (v —2gy)-g°x°
tgamin = . \/ 0( . ) =
gx
v; =i (v ~29y) -9’ O
amin =arCtg 5 a‘min = 1875 .
gx
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11.2 D¢lo se nachazi na skalnim Utesu ve vySce & nad vodorovnou krajinou. Z déla je
vystielena stfela pod eleva¢nim thlem o pocatecni rychlosti v, . Najdéte vzdalenost d

(méfenou od déla ve vodorovném sméru), ve které strela dopadne.

h;vy; o d=2?

Stiela se pohybuje Sikmym vrhem a
()] . slozky jejiho polohového vektoru
jsou

X =v,tcosa,

1 .
yz—Egt2 +utsino+h.

0 d (x) Vylou¢enim Casu ¢ ztéchto rovnic
dostaneme  analytickou  rovnici
paraboly, po niz se stfela pohybuje,

ve tvaru

y=—%x2+xtga+h.
2v, cos” o

Bod dopadu stfely o soufadnicich [d;0] musi této rovnici vyhovovat — musi tedy platit

g 2
——————d +dtga+h=0.
2v; cos” a s

ReSenim této kvadratické rovnice, jejiz nezndmou je hledand vzdalenost d, je po
nalezeni diskriminantu D ve tvaru

D=tg20c+24Lh2>O
2v;5 cos” o

jsou koteny

4gh
tgat [tgo+—F——
8 \/g 2v; cos’ a

g

v cos’ o

d1,2 =

Vzhledem k tomu, Ze vyraz pod odmocninou je pfi zadani tlohy vétsi nez tg’ o,
vyhovuje tomuto zadani jen hodnota

4gh
tgo+ tgzot+72 g 3 ) 5 5
2v, cos” a sina 1 . 2gh |v, cos” a
d= = + sin” o +—= =
g9 cosa.  cosa U, g
v; cos’ o
ve | . . ,  2ghcos’a
=—| sinacoso+ [sin” acos” o+ ———— | =
g9 Yy
2 2
Uy | . . 8ghcos” a
d == sin20 + 511122oc—|-g—2
2g v,
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11.3 Dvé¢ kapaliny o hustotich p,=1-10" kg-m’, p,=1,8-10kg-m~> jsou
v rovnovaze v uzavienych valcovych nadobach o priifezech S, =0,5 m*, S, =0,3 m’,
spojenych  kratkou trubici o prafezu

Po Po> S, =4-10"" m* podle obrazku. Nad hladinou
kapalin je vzduch, ktery ma v prvni nadobé

hi 7 Iy tlak p,, =2-10° Pa , ve druhé niddobé tlak
A P =1,5-10° Pa . Vyska hladiny v prvni

nadobé je h, =2 m. Ve spojovaci trubici je volné pohybliva zatka Z, zabranujici
promiseni kapalin. Urcete a) tlakovou silu plsobici na zatku zleva, b) objem kapaliny
ve druhé nadobé. (g =10m-s7

P, =1-10° kg- m™’; P, =1,8-10° kg- m™; S, =0,5 m’; S,=0,3 m?; S, =4.10"* m?;
Po=2:10°Pa ; p,=1,5-10°Pa ; h,=2m. F, V,=?

Podminkou rovnovahy kapalin v nddobach je nulova vyslednice sil F, F, ptsobicich

zleva a zprava na zatku Z: F +F,=0= F, = F, . Velikost F, tlakové sily F, (piisobici
na zéatku zleva) je imérna celkovému tlaku kapaliny v Urovni zatky; plati tedy

F :(pm +hlplg)S0 , F;=83N.

Z podminky F, = F, dostaneme F, = (p02 + thzg)S0 = (p01 + hlplg)SO =

1
Por + P29 = Py +hipg = by :_g(pm ~ P +h1plg>; V,=h,S, =

2

S
v, 2—2(]901 ~ P +hlplg) , Vo =117 m’
P29

11.4 Na dné¢ vodojemu stoji betonova konstrukce tvaru dvou souosych valci (viz
obrazek). Urcete velikost sily, kterou konstrukce plisobi na dno vodojemu. Hustota
vody je p,, hustota betonu je p.

\ / hy by Hyd; Dspys ps £=2
i Tiha F, konstrukce (sméfujici svisle doli):
Th g F=Vpg=(V+V,)pg =
g d :{n%zh+nd72(hl—h)}pg:

VF

F, zg(Dzhp+d2hlp—a’2hp) g.

Plosna tlakova sila F| na celou horni podstavu vétsiho valce (smétujici svisle doli)

2

D
Fi=8p = 7TT(H_}H)pog: £ =§(D2Hp0 —Dzhlpo)g.
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Plosna tlakova sila ]32 na (vode¢ pristupnou) €ast dolni podstavy vétsiho valce (smétujici
svisle nahoru)
D 4’

F,=8,p, = (RT_WTJ[H_(I’H _h):lpog =

F, :%(D2 ~d*)[H~(h~h)]p,g =

Fz = %(DZHPO _D2h1p0 + Dzhpo - dszo + dzhlpo - dzhpo)g-

Vyslednice sil F;

F., F a F, je sila 1'_5':]3(}+]31 +F,. Pro velikost F sily F plati
(F,MENE) F

Jie =R I =i R

F=Z(D%p+d*hp - d*hp + D*Hp, ~ Dhp, -

~D*Hp,+ D’hp,— D*hp,+d*Hp, —d’hp, +d’hp,)g =

F==[(D*=d*) (p—p,) h+d*(H=h) p,+d’hp|g

11.5 V cisterné tvaru komolého kuZzele (viz obrazek) je voda. Urcete objem V' vody a
jeji hmotnost m . Urcete tlak p, vody u dna cisterny a tlakovou silu F pusobici na jeji
dno. Urcete vyslednou tlakovou silu £ vody pilisobici na kuZelovou sténu cisterny.

(22,6 m’; 22,6-10° kg; 1,3-10° Pa; 1,47-10° N; 7,9-10° N |

p,=01MPa; h=3m; r,=0,6m; a=30"; V,m,p,, F,F;="

|

p1=0,1 MPa /

30° 3m

¥

1,2m o v-h

Objem V' vody v cisterné ur¢ime jako rozdil objemt V,,V, dvou kuzelt:

1 1 1
4 =§nr12v; v, =§Tcr22(v—h); V=V-V,= V:§n[7flzv—rf(v—hﬂ

v:h+tgr—2a; K=r+htga= Vzg[(rz +htga)2(h+r2/tgoc)—r23/tgoc]:>

hZ
V:nh(?tgzoc+hr2tgoc+rfj , V=n(3+3-0,6x/§+3-0,62)i22,6 m’.
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Hmotnost vody:

2
m=pV =

h
m:nph(?tgzowhrztgowrf] ,m=22,6-10" kg-m’.

Tlak (klidné) vody v Grovni dna cisterny:

p=p, +hpg

Tlakova sila (klidné) vody na dno cisterny:

F=pS=|F=(p +hpg)nr;

By1]

na dno cisterny:

F=F,~F=

F=mg-F

, p:(1+0,3)105 Pa= 1,3-10° Pa.

, F=m-1,3-0,6-10° N=1,47-10° N .

Tlakovou silu dﬁk pusobici kolmo na element
dS (vnitiniho) povrchu kuzelové stény Ize
rozlozit na vodorovnou slozku dF, a na svislou

slozku dF, .

Vyslednice vodorovnych slozek dﬁv je nulova.
Velikost F. vyslednice F svislych slozek
muzeme urcit jako rozdil velikosti tihy £ vody

a velikosti F tlakové sily F', kterou voda piisobi

, F,=(22,6-14,7)10* N=7,9-10" N..

Velikost F, celkové tlakové sily, kterou plisobi voda kolmo na Sikmou sténu cisterny,

Jc

F, =F,/sina

11.6 Pichradni zed’ ma tvar rovnoramenného lichobéznika s horni zakladnou 20 m,

dolni zékladnou 10 m a vyskou 6 m.
Vypoctéte velikost tlakové sily, kterou
na ni pisobi voda.

z,=20m; z,=10m; h=6m; F=?

) [10;6]
dy

y
0 [50] X (v

V hloubce 4 —y pod volnou hladinou

vody je hydrostaticky tlak

p=(h-»)pg.

Vyberme element dS prehradni zdi,
jehoz vSechny body jsou v misté
stejného hydrostatického tlaku (viz.
obr.). Cely element dS je v (ndhodn¢

zvolené) hloubce 42—y pod volnou hladinou vody a je moZzno jej povazovat za

obdélnik, jehoz strany jsou

elementarni tlakova sila dF o velikosti

dF=pdS=pg(h—y)dS:> dF=2pg(h—y)xdy.

dv a 2x = dS=2xdy. Na element dS pusobi
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Vyjadifeme nyni zavislost x (poloviny délky elementu dS') na soutfadnici y . NapiSme
nejdiive rovnici piimky prochazejici pravymi vrcholy lichobéZznika — body o
soufadnicich [5;0], [10;6]. Obecny tvar rovnice pifimky prochazejici dvéma riznymi

body o znamych soutadnicich je
Yo =W 6 5
—y=——1(x—x)aodtud y==(x-5)= x=—yp+5.
Y= xz—xl( ) y=5(x-5) )

Dosadime-li toto vyjadieni zavislosti soufadnice x pravého okraje zdi na y do
vyjadieni velikosti dF eclementarni sily a pouzijeme-li zadané hodnoty A =6
dostaneme

dF=2pg(6—y)(%y+5jdy:> dF=§pg(36_y2)dy.

Celkovou tlakovou silu vody na zed” vypocteme uréitou integraci:

F=§pgj6(36—y2)dy:> F=2pg [36y] - 2| =
377 3 ° |3

0

F=24-10° N=24MN

Urceme nyni celkovou tlakovou silu vody v ptipad¢, Ze bychom piehradni zed’ ,,otocili*
tak, Ze by stala na své v&tsi zakladng. Jeji pravé vrcholy by pak mély soufadnice [10;0]

a [5; 6] ; rovnice piimky prochazejici t€émito body by byla
6 5
=——x+12= x=-—y+10.
Y 5 5 y

Pro velikost dF elementarni tlakové sily pusobici na plosny element dS =2xdy
povrchu zdi bude nyni platit

dF=2pg(6—y)(—%y+ledy: dF=2pg(%y2 —15y+60jdy.

Celkova tlakova sila vody plsobici na ptehradni zed’ je pak

6
F =2ng06[§y2 —15y+60jdy =F =2pg[%y3 —%Syz +60y} =N
0

F=3-10°N=3MN

11.7 Dvé stejné kulicky jsou spojeny neroztazitelnou a dokonale ohebnou niti délky /
zanedbatelné hmotnosti. Prvni z nich drzime na desce stolu, jehoZ vyska nad podlahou
je 1, druha visi pfes hranu stolu a jeji vyska nad podlahou je 2//3. Po uvolnéni za¢ne
prvni kulicka klouzat bez tieni po desce stolu a v okamziku, kdy druhd kulicka doséhne

podlahy, se oddéli od stolni desky. Urcete vysku y,

A
druhé kulicky nad podlahou, v niz dojde k opétnému
N napnuti niti.

! s Rychlost kulicky A v okamziku ¢ =0 jejiho odd¢leni
yfﬁ od stolni desky uréime ze =zakona zachovani
V1 C 1y .
mechanické energie

1
1
1
AC
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21mv§ :gmglz U, = 2791

2

Ve velmi kratkém nésledném ¢asovém intervalu se napnuti niti porusi, nebot’ setrva¢na
odstiediva sila

=—m ,
° T 3 g
pusobici na kulicku A v okamziku ¢ =0, je mensi nez titha mg kulicky.

Od okamziku #=0 se kulicka A bude pohybovat vodorovnym vrhem; slozky jejiho
polohového vektoru v soustaveé s pocatkem v bodé C jsou

1
X =Ut; y:Z—Egtz.

Opétné napnuti niti nastane v okamziku ¢, , kdy

x12+y12=12:vétf+12—lgtf+igzzl“:12: t, = /% —

[
Cle—gl =g |y ==
yl gl 2g3g yl 3

11.8 Délo vrha strely pocatecni rychlosti v,. Najdéte maximalni vzdalenost, do které
muze délo dostielit na Sikmé roving svirajici s vodorovnym smérem uhel B . Jaky musi
byt elevacni thel?

Vps B dipgs =7
Stfela se pohybuje Sikmym
( y) vrhem a slozky jejiho polohového
vektoru jsou
X =U,tcosa,
dsinBt-—-- : y:—%gt2+v0tsina+h.
Vyloucenim ¢asu ¢ ztéchto

dccg)sB ( ) rovnic dostaneme analytickou
X rovnici paraboly, po niz se stiela
pohybuje, ve tvaru

g

2 2
2v; cos” a v,

y=- x2+xtga:—%(1+tg2a)x2+xtgoc.

Dosadime-li to této rovnice soufadnice mista dopadu stiely, dostaneme

2 cos? 20 (t —si
a?sinB:—gd;(;sB(l+tg2 oc)+dcos[3tgoc:> d= o gzotcosB me)
2v, gcos B(1+tg oc)

g 2v; (tgo—tgP) |
gcosB(1+ tg’ a)
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Dalsi feSeni je hledanim lokalniho maxima funkce d =d (o). Nutnou podminkou

extrému je nulovost prvni derivace této funkce podle proménné a a tedy

1 1
— (1+tg’a)—(tga—t 2tg o
dd _ 20, coszoc( g ) (g gp)2te cos’ o _ ()

dt  geosp (1+‘[g2 OL)2

1+tg’a-2tga(tga—tgh)=0= tg’a—2tgatgB—-1=0.

Diskriminant této kvadratické rovnice je D =4tg’B+4d , takze pro kofeny rovnice

dostavame tga, , =tgp£4/1+ tg’ B . Druhy kofen nevyhovuje zadani tlohy (eleva¢ni
uhel Sikmého vrhu by mél byt ostry). Dostavame tedy

tga=tgB++1+tg’p = a:arctg(tg[3+«/1+tg2[3)

Tento vysledek lze upravit také nasledujicim zptisobem.

(o= tgp+ 1@ g+ L LHsinB 2+ 2sinp _

cosf - cosf 2cosf

_1+cosB+sinB+sinB+1-cosP
1+cosB—1+cosf

_ 1+cos[3+\/1—cosz[3 +\/1—coszﬁ+1—cosB _
<\/1+c0sB—\/l—cosB)<\/1+c0sB+\/1—cosB)

B 1+cosP+24/1—cos’B +1—cosp
- (\/1+cosB—\/l—cosB)(\/1+cosB +\/1—cosB)

~ (\/1+cos[5+\/1—cosB)2 ~
- (\/1+cosB—\/l—cosB)(\/1+cosB +\/1—cosB) -

1+ I1—cosP B
_\/1+cos[3+\/1—cos[3_ 1+ cosp 1+tg5
B

—\/1+c05B—\/1—COSB_1 \/l—cosB _l—tg
A1+ cosB 2

1+cosP
T B
tg— +tg o "
_ 4 °p _ (n B _ (= _ (n )
=4 2 gl 4L |tga=tg—|—+B |=|a==| =+
ltﬂﬁg(42j g gz(zB) 22 *P
—tg e

11.9 T¢leso je vrzeno tak, ze dopadne na vodorovnou rovinu prochézejici mistem vrhu
ve vzdalenosti d a nejvyssi bod drdhy je ve vySce A& na touto rovinou. V jaké
maximalni vzdalenosti by mohlo téleso dopadnout, kdyby bylo vrzeno pod vhodnym
elevacnim uhlem toutéz pocatecni rychlosti?

dyh; d_ =7

Stiela se pohybuje Sikmym vrhem a slozky jejiho polohového vektoru jsou
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1 .
X =vptcosa, y= —Egt2 +y,tsina .
Okamzik ¢, dopadu Sikmého vrhu na vodorovnou rovinu prochazejici mistem vrhu
ur¢ime z podminky
2u,sina
g

Dosadime-li tuto hodnotu ¢asu do vyjadifeni prvni slozky polohového vektoru ¢astice,
dostaneme délku d vrhu

yzO:(—%gHvosinajt:O: —%gtd+vosina:O:> t, =

2, sina 2v] sina cosa
x=d=v,~—2—cosa=> d=—"""——"—.

g g

Okamzik #, dosazeni maximalni vySky /4 vrhu ur¢ime z podminky

B . 3 _U,sina
v, =0=y;sina—gt, =0= ¢, = .

Dosadime-li tuto hodnotu ¢asu do vyjadieni druhé slozky polohového vektoru cCastice,
dostaneme vysku 4 vrhu

y=h=v, UOSinasina—lgm: h _1L
g 2 g 2 g
Pouzijeme-li z tohoto vztahu k vyjadieni sina a cosa jako

Sina:L\/2gh , cosa=+1-sin’o = coso= 292h
UO

Yo

v, sin’ o

a dosadime-li tato vyjadieni do vztahu pro délku d vrhu, dostaneme

2 2
L opg 2gh a2 =30 g = vgzg(d—+2hj.
g v, g 8h

Derivujeme-li vztah pro délku d vrhu podle a a poloZime-li tuto derivaci rovnu nule,
dostaneme nutnou podminku pro urceni eleva¢niho thlu, ptfi némz je pii dané pocatecni
rychlosti délka d vrhu maximalni. Plati tedy

2 . 2 .
d=2vosmoccosa:>d=vosm20c;
g g
2 d2
dd —2v cosza—0:>cos2oc=0:> a=45 = dmax=v—°:> Aoy = o+ 20
do g g 8h

11.10 D¢lo vystreli dvé strely toutéZ pocatecni rychlosti v,. Prvni stfela je vystfelena

pod elevanim thlem a,, druhd pod menSim elevacnim thlem a.,. Jak velky musi byt
Casovy interval Az mezi obéma vystiely, aby se stiely jesté pred dopadem srazily?

Vg =V, =Ug; O; O, O, <05 AE=7?




Rovnice trajektorie prvni stiely je

Y, =_219)2 (1+tg2 ocl)x12+x1 tga, .

0

Rovnice trajektorie druhé stiely je

y, = —%2(1+th ocz)xz2 +x,tga,.

0

Soufadnice a,b bodu, v ném dojde

ke srazce stfel, musi vyhovovat
obéma rovnicim, musi tedy platit

—2—z§(l+tg2 ul)az +atga, :—2—53(1+tg2 ocz)a2 +atga, =
tgo, —tga, =2a—502[(1+tg20c1)—(1+tg2a2ﬂ =
a9 28

tg’ o, —tg’ o, ) =tga, —tga, = a= .
2U§(g 1 g 2) g 1 g 2 g(tgocl+tg0c2)
Pro soufadnici @ kromé toho plati

a a
a="Uyl, COSO Aa=Uyt,C080,;t,—t,=At = 1, = 1, = =
U, cos o, U, COS L,

PSS (L N EN VISLE B S 20, =
"7 p,lcosa, cosa, v, \cosa, cosa, g(tga, +tga,)

Af = 2v, cosa, —COSQL,

g sin(o,+a,)




