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UvobD

Tento modul je uren gedevSim studedin prvnich nebo druhych &nika
piirodowdeckych a titelskych nematematickych ohiojako sowést zakladniho
kurzu aplikované matematiky.i€dpoklada znalost istdoSkolské matematiky,
zakladi diferencidlniho p&u jedné i vice realnych pramnych a integrélniho
poctu jedné realné proénné.

Uvadiny potebnycas studia modulu a jednotlivych kapitol felia chapat
jako ¢as minimalni, pdgebny pro pélivé procteni (s porozugnim) probirané
teorie a hladké weSeni dloh. Pokud neni matematika VaSim #ar, asi
budete patbovatcas delSi. Redpokladam, Ze v nejhorSimipadt se miZze jednat
asi o dvojnasobnyas, jinak prav&podobr’ nemate nutné vstupniédomosti,
uvedené vyse.

Po prostudovani modulu budete znéat:

» definici skalarniho a vektorového pole;

» definici a vlastnosti operatoru gradient;

» definici a vlastnosti operatoru divergence;

» definici a vlastnosti operatoru rotace;

» definici a vlastnosti Laplaceova oparatoru;

» definici symbolického nabla operatoru;

» vyjadieni zakladnich diferencialnich operdit@omoci nabla operatoru;
» definici hladiny skalarniho pole a vektoroiry vektorového pole;

» Kklasifikaci vektorovych poli na virova a nevirozéidlova a netidlova;

e

* nejdilezitejSi vzorce platné pro diferencialni operatory.

Budete schopni:

» aplikovat operatory gradientu, divergence, rotackaplacdéyv operator na
zadana skalarni nebo vektorova pole;
» Kklasifikovat vektorova pole.

Ziskate:

» solidni gehled problematiky diferencialnich operdtodostatény pro &tSinu
praktickych aplikaci;

e predstavu o matematicko-fyzikalnim vyznamu jednottivpperatat;

e potiebnou vypdetni rutinu, kterd& Vam umoZzni efektivn pouzivat
diferencialni operatory ve Vasi specializaci.

Cas pottebny k prostudovani uw¢iva modulu:
8 + 14 hodin (teorie ¥eSeni uloh)

Pravodce studiem.

Specifikem matematického textu jsou poznamky. Rrpsechapejte je jakoioo
podtadného. Naopakiasto jsou v poznamkach uvedeny velriiedité \&ci, které
nedilré dophuji definice, ¥ty a dikazy a které obijaisiji jejich (el a motivaci.







Al. Zakladni pojmy

A. OBYCEJNE DIFERENCIALNI ROVNICE
PRVNIHO RADU

Al. ZAKLADNI POJMY

V této kapitole se dozvite:

e co rozumime pojmem ok¥gjna diferencialni rovnice a jejim
fadem;

 jak je definovanaeSeni nebo-li integral diferencialni rovnice a
jaké typytreSeni rozliSujeme;

* CO jsou to tzv. poateini podminky profeSeni diferencialni
rovnice.

Budete schopni:

e OVerit, zda uckita funkce je v daném oboriteSenim dané
diferencialni rovnice.

Kli ¢ova slova této kapitoly:

oby¢ejnéa diferencialni rovnice n-téha*adu, partikularni #feSent,
partikularni integral, obecnéfeSeni, obecny integral, p@atecni
podminky, singularniieSeni, singularni integral.

Cas pottebny k prostudovani wiva pfedmétu:
0,5 + 0,5 hodiny (teorie #eSeni tloh)

Definice.

Obyejnou diferencialni rovnici n-téh@du pro neznamou funkcj/(x) nezavislé
promEnné x rozumime rovnici

F(X’ y’ Y!"'i yn) )= Ol

nebo, je-li takzvatirozeSena vzhledem k nejvysSi derivaavnici tvaru

y®U = (Y Y YY)

Definice.

ReSenimnebo takéintegralem (presreji partikularnim feSenim¢i integralem)
diferencialni rovniceF(x,y, Y,...,¥" )= 0 nazyvame kazdou funkcy = g(X),
ktera v uvazovaném oboru vyhovuje identicky tétmioi.




A. Oby’ejné diferencialni rovnice prvnih@du

Poznamka.

1. UvaZzovanym oborem je ngstji n¢jaky interval I, speciald nag. okoli
n¢jakého bodu nebo celd mnoziRaealnychéisel.

2. Formulace ,vyhovuje identicky® znamena, Ze po desdézieSeni do
diferencialni rovnice dostaneme identitu, nebodtah, ktery je spkn pro
vSechna z uvazovaného oboru.

3. Reseni mZe byt dano také jakionplicitni funkce tzn. rovnicih(x, y) =0, ze

které mizeme pro uiité x vypasitat gislusnou hodnotwy/(x) .

Obecr vzato nemusi mit dita diferencialni rovnice v uvazovaném oboru zadné

Mrivriw s

védet, zdareSeni wbec existuje a zda{ip. za jakych podminek) je jednoznég.
O tom hovdi nésledujici ¥ta.

Véta.
Neclt je dana diferencialni rovnice ve tvarf™ = f(x,y, ¥,...,¥y") a bod
df df daf . L
P ,b...,b |. Necht funkce f, —,—,...,—— jsou spojité (jako funkce
I:a’kl Q, Q:I dy dyr dy(n—l) J p J (J

n+1 prongénnych) v okoli boddP. Pak v ugitém okoli bodua existuje praw jedno
feSeniy = g(x), které spiuje tzv.pocate’ni podminkyg(a)=1h, g'(a)=b, ...,

9"(a) =h,

Poznamka.

a) V¢éta ma lokalni charakter (pojednavaeseni v okoli boda). SilngjSi vétu,
kterd by zartovala existenci a jednoz#ost feSeni v celém uvaZzovaném
intervalul, je mozné formulovat ndppro tzv. linearni diferencialni rovnice
(budou uvedeny dale). ObecrnSak, nalezneme-lieSeni wité diferencialni
rovnice s danymi pgateinimi podminkami v &akém okoli bodua, musime
vySetit, zda je mozné totdeSeni roz$it i mimo toto okoli a zda je toto
rozSieni jednoznéné.

b) Obecrjsi tvar rovnice F(x, Y, Y,...,¥” )= 0 pouzit nelze, protoze ani za
velmi ,rozumnych* podminek pro funkcF nelze zartit jednozn&nost
reSeni.

Nalezené partikularnieSeni (v okoli daného body je dano volbou pteinich
podminek, tznn-tice hodnot[bly, bz,...,b‘] Ukazuje se, Ze je mozné definovat typ

feSeni, ve kterém explicitrvystupujen nezavislych parameirkonstant).

Definice.
Nech’ Q je (n+1)-rozméma oblast, slozena z takovych Bo@[a,h,b ...} ],

pro které ma rovnicey™ = f(x y, ¥,..., ¥ ) praw jedno feSeni.Obecnym

reSenim (obecnym integraleimvzhledem k oblastiQ pak rozumime funkci

g(x G, G,...,G ) promennéx a konstantC,, C,,...,C, takovou, Ze pro kazdy bod
POQ Ize £mto konstantamijradit (a to jednoznmé!) takoveciselné hodnoty,

ze vznikla funkce progmné x y(X)=9(x G, C,...,G) je teSenim dané
diferencialni rovnice s g@teEnimi podminkami utfenymi bodenP.
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Poznamka.

1. Reteno trochu jinak, obecnéeSeni v sob obsahuje v3echna partikularni
feSeni, odpovidajiciiznym pa@ateinim podminkam. Tato partikularbéSeni
obdrzime vhodnou volbou konstant.

2. Zadna z konstant,,C,,...,C, v obecnémiedeni nerfize byt zbyteéna, tzn.
nelze ji vypustit ani spoijit s jinou konstantou.¢Bokonstant musi byt roven
fadu rovnicen.

V praxi se pomrné casto objevuje fipad, kdy kromi obecného ieSeni

diferencialni rovnice (vzhledem Kjaké oblastiQ) existuje ifeSeni, které nelze
ziskat z obecnéhteSeni zadnou volbou konstant, které nicéngpiiuje danou

diferenciélni rovnici pro wité pasatecni podminky. TotdeSenitadime mezi tzv.

singularnireseni

Definice.

Singularnim/esenim(singularnim integralemrovnice y™ = f(x, y, y,..., y")
nazyvame takovéreSeni této rovnice, vjehoz kazdém ®ogk poruSena
jednoznénost, tzn. kazdym bode{rx, y] tohotofeSeni prochézi jesfiné reSeni.

Poznamka.
a) SingularnimieSenim je népstji obalka parametrického systémuivek,
tvoreného obecnyrieSenim.

b) Predchozi ¥ta o jednoznénostiieSeni ovsem neni naruSena, pouze v bodech,

kterymi singularniteSeni prochazi, nejsou sy predpoklady jeji platnosti.

Pojmy obecnéreSenia singularni 7eSenirozStujeme i na diferencialni rovnice
obecrjsiho tvaru F(x,V,Y,...,¥" )= 0. Definice jsou trochu komplikovajsi,
ale pro naSedely to neni podstatné.

Uloha A1.1.
Je dana diferencialni rovnicg= xy — y?.

48

a) Oweite, Ze funkcey = Cx—- C je jejim obecnynteSenim.
b) Nalezréte partikularniedent, vyhovujici podmincg(1) = -2.

2
Xo VY . .
c) Je funkcey:Z singularnimreSenim dané rovnice?

d) Nacrtnéte nekolik partikularnichreSeni do grafu!
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Priklad:

llustrace zakladnich pojirz teorie diferencialnich rovnic na rovnigi =3 y* .

Rovnicey’a/? je diferencialni rovnici prvnihoradu, protoZze nejvys:
piitomna derivace je prvni derivace.

Rovnice je tzvroz/eSena vzhledem k prvni (nejvyssi) derivaci
Partikularnim 7eSenim a to vcelém oboru reélnyckisel, je nap funkce

y:2i7x3,prot02e po dosazeni do vychozi rovnice dostanedantitu

platnou VR :
—y=S -1 - - X_32_ 56-52-_)‘2-i
L_y_27x2_9x2, P_*/?_\/(?) _\/(:J _(sj _(sj 9’
L=P.

Obecnymeseninmv oblastiQ = Rx R= R je systém funkciy :2i7(x— c)’,

kde konstantaC[R. Libovolné partikularnireSeni, vyhovujici p@teni

podmince y(a)=b, kde [a, b]DQ, dostaneme jedrzna&nou volbot

C=a-3¥b.

Existence a jednozdaost /eSenije zarwena viude, kde funkcé (x,y) a

df (x,y)
dy

funkce jsou spojité jako funkce dvou prémmych x,y. V nasen

pripact je f(x ) :{‘/?, coZ je funkce spojitd vcelémR?, &
oY) d(op) =232 L
dy dy 3 33y
krom¢ piimky y =0 (osy x). Odtud plyne, Ze naffmce y =0 nemusi plat
(a neplati!) jednozrmostreSeni.
Singularnim/esenimje nulova funkcey(x) =0, neba tato funkce identick
spliuje v R vychozi rovnici, ale nelze ji ziskat z obecnéleSeni zdnoL
volbou konstantyC. Kazdym bodem[a, y( a)] E[ 3 0] tohoto reSen

coz je funkce spojita v celénR?

prochazi (pré¥ jedno) daléfeéenl'y=2i7(x— a)3. Situace je znazoéna n:

obrazku. Je vi#t, Ze singularniteSeni vznika jako obalka systémiiviek
obecnéhdesSeni.
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Shrnuti kapitoly:

Obyéejnou diferencialni rovnici rozumime rovnici, ve eké
vystupuje neznama funkce jedné nezavislé p¥one, jeji derivacs
razného ftadu a vyrazy s nezavislou prémnou. Ra4d n nejvy3si
derivace pitomné v rovnici je takéadem diferencialni rovnice.
Diferencialni rovnice, ve kterych je nejvySSi deabe explicitri
vyjadiena , nazyvame rdeSené vzhledem Kk nejvySSi n{te)
derivaci.

ReSeniméi integralem, pesrsji partikularnimie$eniméi integralem
diferencialni rovnice je libovolna funkce, kteratourovnici v ucité
oblasti identicky spluje. PartikularniteSeni spiuje kroms vlastni
diferenciélni rovnice tzv. ptateni podminky. Péatetni podminky
piedepisuji hodnotu hledané funkce a vSech jejichivihei krome
nejvyssi (h-té) v uckitém boc uvazované oblasti.

Pokud jsou splany podminky jednozn&nosti ieSeni dané
diferencialni rovnice, lze nalézt tzv. obecné&Seni, které obsahuj
n parametd (konstant) a ze kterého se vSechna partikul&eseni
daji ziskat u&itou volbou €chto konstant.

Pokud podminky jednozraosti feSeni splany nejsou, niZze se
vyskytnout tzv. singularnfeSeni, které spuje diferencialni rovnici
i urcitou pocateeni podminku, ale nelze je ziskat z obecné&lgeni
zadnou volbou konstant. SingularriesSeni je zpravidla obalko

parametrického systémuikek, daného obecnyrmesSenim.

Otazky:
 Definujte exakt® obycejnou diferencialni rovnici

vV nejobecrjSim tvaru a ve tvaru raeSeném vzhledem k nejvysSi

derivaci.
* Vysvétlete pojemieSeni (integral) diferencialni rovnice.
» Co jsou to poatecni podminky?

 Definujte exakt® obecné, partikularni a singularhéSeni
(integral).

Privodce studiem.
Prvni kapitola je za Vami! Ne#ha by Vam dlat velké problémy

jedna se o definice zakladnich pajmkteré je feba bezpéné znat.
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A2. DIFERENCIALNI ROVNICE SE
SEPAROVANYMI PROMENNYMI

V této kapitole se dozvite:

* jak je definovana diferencialni rovnice prvnihddu se separovanymi
proménnymi (nebo-li separovatelnd) a jakou metodoieseé

Budete schopni:
» f{eSit diferenciélni rovnici prvnihfddu se separovanymi prémrmymi.

Kli ¢ova slova této kapitoly:

diferencialni rovnice prvnihofadu se separovanymi proémnymi

(separovatelnd), separace prafmnych.

Cas potrebny k prostudovani wiva kapitoly:
0,25 + 1,5 hodiny (teorie #eSeni Uloh)

Definice.
Rovnici se separovanymi prenmymi(takéseparovatelnou diferencialni rovnjci
nazyvame rovnici tvaru

Véta (metodaiesSeni).
Je-li funkce f (x) spojita v intervalu(a,b) a funkce g(y) spojitd a #zna od

nuly v intervalu (c,d), pak uvedena rovnice ma v oblasli=(a,b)x(c d)

obecny integrélj'g(y)dy:j f( X dx. Partikularni integral, prochazejici bodem

[%, %] OQ, je dan rovnicij;g(s)ds= L: f(9dt.

Poznamka

a) Resime tedyeparaci prornnych(odtud nazev typu rovnice), kdy na jednu
stranu rovnice fevedemecleny s prondnnou y a na druhou strandleny
s prongnnou X tak, abychom mohli abstrany integrovat podlefislusné
promgnne.

b) Tento typ diferencialni rovnice v sbbzahrnuje dva jednoduSsi typy:
y = f(x) sfeéenimyzj f(x)dx a typ y = f(y) steSenim (implicitnim)

x:ji

f(y)
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Piiklad.
Reste diferencialni rovnici se separovanymi pronymi yy + x=0. Nalezrte

také partikularnfeseni, vyhovuijici paitesni podmincey(0) = 2.

Reseni.

RozepiSeme derivaci jako podil diferen&idf :% a rovnici upravime na tvar,
X

kdy na jedné jeji strarbude vyraz pouze s prémmou y a na druhé stranvyraz
pouze s prognnou X (tj. provedeme separaci prémmych). Obdrzime

ydy = —xdx. Integraci obou straycu ydy = —j xdx dostaneme rovnici
%yz +C = ——; X + C,. Jednoduchou Upravou a stenim obou integkaich

konstant v jednu ziskanabecnéedenix® + y> = C.

Reseni ponechame v uvedeném, tzv. implicitnim tvaebga’ explicitni vyjadeni

ve tvaruy = f (X) nenf jednoznmé a je komplikova#si.

Hledejme nyni partikularni integral, gpfici patateni podminku

y(O) = 2.Dosazenim této podminky do obecnéb&eni obdrzime pro konstantu

C rovnici 0° + 2 =C, odkud C = 4. Frislusny partikularni integral ma tedy tvar
2 2

X +y =4,

Shrnuti kapitoly:
Zéakladni diferencidlni rovnici prvnihtddu je rovnice se
separovatelnymi progmnymi nebo-li separovatelna.

Metoda jejihofeSeni spoiva v tzv. separaci proémnych, kdy
rozepiSeme derivaci jako podil diferenaidd pak matematickymi
Gpravami fevedeme na jednu stranu rovni¢leny s promdnnou x a
na druhou stranu rovnicéleny s prondnnou tak, aby bylo mozné
levou i pravou stranu rovnicefpmo integrovat podle igslusné
proménne.

Po integraci obdrzime obecrtéSeni ¥tSinou v implicitnim tvaru,
které, je-li to mozné, fevedeme na explicitni tvar (tzn. vyjéidhe
y jako funkci Xx).

Otazky:

» Definujte separovatelnou diferencialni rovnici.
» Jak tuto rovnicieSime?

« Cemutikame separace pramnych?




A2. Diferencialni rovnice se separovanymi pgomymi

13

Uloha A2.1.

Reste diferencialni rovnici se separovanymi pgomymi:
a) xy-y=0, y(-2)=4;

b) xy+y=0, y(-1)=1;

c) Y=y, y0)=2;

d) x*y+y=0, y(l)=¢;

e) 2yVx=vy, y(4)=1

) XyY+y=0,y(-)=1,

9 (X+XY=2y+1;

h) (1+x*)y+1+ y =0.

Privodce studiem.
Nyni jiz umitereSit svou prvni diferencialni rovnici! &¢im, ze Vas
to povzbudi do dalSiho studia.

Rovnice se separovanymi prémmymi nebo-li separovatelna j
zakladnim typem diferencialni rovnice. JejteSeni je velm
jednoduchée.

Problémy ale niZzete mit s vypdiem vznikajicich integral Protoze
v tomto kurzu nejde o to, proceit metody vypoétu integrali,
doporucuji v praxi obvykly postup: sloZjSi integraly nepditat,

ale nalézt si je v tabulkach integral
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A3. HOMOGENNI DIFERENCIALNI
ROVNICE

V této kapitole se dozvite:

» jak je definovana homogenni diferencialni rovnicenghotadu a jakou
metodou séesi.

Budete schopni:
* rozpoznat a vieSit homogenni diferencialni rovnici prvnitéadu.

Kli ¢ova slova této kapitoly:
homogenni diferencialni rovnice prvnih@#adu. @

Cas potrebny k prostudovani wiva kapitoly:
0,25 + 1,5 hodiny (teorie #eSeni uloh)

Definice.
Homogenni diferencialni rovnigirvnihotadu nazyvame rovnici

()

Predpoklada s # 0 ve vySetovaném oboru.

Metoda reseni.
Resime zavedenim nové funkca(x)=@, nebo-li xZ( X =y X.

Derivovanim posledni rovnice podkedostaneme vztaly' = z+ x(0Z. Dosadime-
i za y a y do pivodni rovnice, dostaneme diferencialni rovnici

z+x[Z= f( 2, kterou jednoduSe upravime na rovnici se sepagouan

f(z)-z

X
rovnice funkcey(x) = x(z( X.

promgnnymi Z = . Najdeme-li jejiteSeni z(X), je teSenim pvodni

Poznamka.
a) Termin homogenniv nazvu rovnice znamena, Ze na pravé stsjedna o

tzv. homogenni funkci (nultého stupn Pripomeaime, Ze funkcef (x,y) se
nazyva homogenrsitého stupy, plati-li f (tx,ty) =t f(x y). Nezansiovat
s terminem homogenni rovnice ve smyslu rovnicepbazé strany!

+h y+
b) Na homogenni rovnici lze tpvést rovnici y' :M tak, ze se
a,x+hby+ ¢
vhodnou substituck = u+ A, y=v+ B zbavime absolutniatlena ¢, c,.
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Priklad.
Reste homogenni diferencialni rovniciy = y? — xy.

Reseni.

2
Zadanou rovnici vydenim x> prevedeme na tvary’=(ij —l, ¢imz jednal
X X

ovéiime, Ze se opravdu jednd o rovnici homogennibgcaého tvarwy' = f(ij,
X

jednak si pipravime dosazeni substitucz=2 (nebo-li y=xz). Po dosaze
X

dostanemez+ xZ = Z — i, COZ je rovnice se separovanymi pgomymi, kterou ji:
dz

-z

. e o, . L . dx . ... .
umime reSit. ReSeni vede na integralni rovnlq] =J'—, jejiz integrac
X

obdrzime rovnici %In (Z;Zj +C, =In x+ C,. Odlogaritmovanim a zaveder
z

L f s . .Z2-2 . .
nové konstantyC ziskame rovnici——=Cx*. Po zgtném dosazeniz =
z

x <

c

elementéarnich dpravach obdrzioteecnéeSeni :m.

Shrnuti kapitoly:
Rovnice homogenni ma na pravé stranmogenni funkci nultéhiédu

v proménnych x, y. Redime ji substitucz =<, kterou tato rovniceigjde na
X

rovnici separovatelnou.

Otazky:
» Definujte homogenni diferencialni rovnici prvnifadu.
» Jak tuto rovnicieSime?

* Odkud se vzal ndzev homogenni rovnice? Znate dgsiam terminu
homogenni rovnice?

Uloha A3.1.

Reste homogenni diferencidlni rovnici. Nl obecnéeseni a takéifslusné
partikularnitreSeni, je-li uvedena pateini podminka.

a) yy = 2y- x; b) X’ + y*-2xyy =0, y(-1) = 0;
c) xyco%: yco%— x; d) Xy = ¥+ xy, y(1) =-1;
&) xy+ Y =(2X + x) Vi f) xy +2/xy= y, y(1) =1.
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A4. LINEARNI DIFERENCIALNI
ROVNICE PRVNIHO RADU

V této kapitole se dozvite:

* jak je definovana linearni diferencialni rovnicepihofadu a jakou metodou
seresi.

Budete schopni:
* rozpoznat a VeSit linearni diferencialni rovnici prvni¥adu.

Kli ¢ova slova této kapitoly:
linearni diferencialni rovnice prvnihofadu homogenni a é}
nehomogenni, metoda variace konstanty.

Cas potrebny k prostudovani wiva kapitoly:
0,5 + 2,0 hodiny (teorie #eSeni tloh)

Definice.
Line&rni diferenciélni rovnici prvnin@du rozumime rovnici tvaru

y+a(x) y= o 3|

Véta.
Jsou-li funkcea(x), b(x) spojité v utitém intervalu, existuje v tomto intervalu

prawk jednoreSeni.

Metoda reSeni.
Nejprve ifeSime rovnici bez pravé strany, thomogennirovnici (nezamnovat

s nazvem fedchozi diferencialni rovnicey’ +a(x) y=0. Tato rovnice seesi
snadno separaci préemémych:

J'dy——J' x)dx=> In( Ky) = Ia(>§d>c> Ky= @ o ¢ cei™ @

|-

Obecny integral fovodni nehomogenni rovnice (s pravou stranou) destantzv.
metodou variace konstantiZedpokladame, ZéeSeni nehomogenni rovnice mavariace konstanty
stejny tvar jakdeSeni homogenni rovnice, avsak intégf&onstantu povazujeme

za funkci promnné x: y=C(x) @™, Tento vyraz derivujeme podla a
dosadime dogvodni rovnice:

C)e™ - () 4 § 4% 4 ) ¢ )= e
= C() & = 1 .
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Dostali jsme diferencialni rovnici se separovanpmimsnnymi pro funkciC(x) ,
jejimz teSenim jeC(x) = j b( ) €™d . Dosazenim dotpdpokladanéheesent

nehomogenni rovnice obdrzime nakonec obecny irtegvé tvaru
y=e'“"(x)dxj' b( X & .

Poznamka.

a) Jedna se o vzacnyipad, kdy se d&eSeni vyjatit analytickym vzorcem.
V praxi ale ¥tSinou nedosazujeme do vysledného vzorce, ale g
uvedeny postup krok po kroku.

b) Da se ukazat, Ze vysledigSeni ma tvar sétu obecnéhdeSeni rovnice bez
pravé strany adakého (jakehokoliv) partikularnihtieSeni rovnice s pravou
stranou, coZ plati i pro linearni rovnice vyssfadu.

Priklad.

T I ., 3 PO
Reste linearni diferencialni rovnlcy’——yz x. Nalezrgte taképartikularnireSeni
X

vyhovujici podmincey(1) = 0.

Reseni.
Zadana rovnice ma tvay +a( x) y= H ¥, je to tedy linearni diferencialni rovni
Funkce b(x) tvori tzv. pravou stranu. NejprviESime rovnici bez pvaé stran

(zvanou homogenni), tj. rovnicy ——y:O. Jedn& se o rovnici se separovar
X

promgnnymi. Jiz znamym postupem dostaneme integrélnhi@bvj.ﬂ:ﬂ%,
y X

odkud integraci Iny+C =3Inx+ C,. Po odlogaritmovani a zageni nov

konstantyC obdrzimeobecné-eseni homogenni rovnige= CxX .

DalSim krokem je tzvmetoda variace konstantidledame obecn&sSeni gvodn

nehomogenni rovnice ve tvaru obecné&k&eni homogenni rovnicg = C(x) X,

kdy vSak konstantuC pokladame za (zatim neznamou) funkci ptomé x.

Dosazenim fedpokladaného tvardeSeni do fwvodni rovnice obdrzime p
3cxX

neznamou funkciC(x) rovnici prvniho fadu C'X’+3CX¥ -—— = x, odkuc
X
1 , 1 1 . . .
C==,a daIeC:J‘Fdx:—;+ K. Ziskanou funkci dosadime do obecr
X

feSeni homogenni rovnice a vratime se k éengintegrani konstantyC, ¢imz
dostanemebecné&esenipivodninehomogenni rovnicg = CxX - X .

Hledejme nyni partikulariteseni, spiujici pasateni podminku y(1) = 0.
Dosazenim do nalezeného obecnéledeni nehomogenni rovnice dostan
rovnici 0=C [1* - ¥, odkudC =1. PartikularnieSeni ma proto tvay = X’ - X .
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Shrnuti kapitoly: 2
Linearni diferencialni rovnice prvnihtadu je dilezitym specialnim
piipadem obecné linearni rovnice vysSik@du, ktery je probirar
dale v textu. Na levé str&n této rovnice je linearni vyra
v proménnych y' a y, na pravé strahlibovolna funkce nezavisle

proménné x. Je-li tato funkce nulova, hovime o homogenn
linearni rovnici, v opaném pipadk o nehomogenni line&rni rovnic

Linearni diferencialni rovnicitreSime ve dvou krocich. Nejprve
nalezneme obecnéesSeni pislusné homogenni rovnice (tj.apodni
rovnice bez pravé strany), coz lze vzdy provést aapi
proménnych. TotoreSeni obsahuje pré&jednu volitelnou konstantu.
Druhym krokem je tzv. metoda variace konstanty, kdy
piedpokladame, Ze tak&eSeni nehomogenni rovnice ma stejny tyar
jako teSeni rovnice homogenni, ale uyodni konstantg
v homogennimieSeni je nyni neznamou funkci prémmé x. Tuto
funkci urcime dosazenim i#edpokladaného tvaruieSeni do
nehomogenni rovnice.

= (U N -~

Otazky: ‘)
» Definujte linearni diferencialni rovnici prvniltadu. H
» Jaka je metode&eSeni této rovnice?

* K ¢emu slouzi metoda variace konstanty?

Uloha A4.1
Reste linearni diferencialni rovnici. N&jé obecnéeseni a takéifslusné 3@
partikularnireSeni, je-li uvedena patezni podminka.
2y ’
a)

y +7" —: b) Y cosx- ysinx=siny, y(77)=

c) xy + y=In x+1, y(1) =-= d) (2x+ 1y +y=x, y(0)=

1
3
1

e) y - ylgx= x, y(4j ; f) ¥y + ycosx= sin 2, y(gj

-b|:|

Pravodce studiem.
Asi se mnou budete souhlasit, ZeSeni linearni diferencialni]

rovnice prvnihoradu jiz neni trivialni zalezitosti. Kroénpochopeni
teoretického postupueSeni, ktery musite wthsamozejme zpaneti,

je treba zvladnout i konkrétni vypetni problémy kazdéhorikladu
(Gpravy rovnic, logaritmovani a odlogaritmovanteSeni integréat

atd.). Pokud se Vam to moc nedanewsSte hlavu. Musite jqekonat
pocatecni potize zvySenym usilim, ale stoji to za to. Baggtite, Ze
VasSe matematicka ztmost se zvySuje a Ze probirana latka vlasin
vibec neni ézka.
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A5. EXAKTNI DIFERENCIALNI
ROVNICE

V této kapitole se dozvite:
* jak je definovana exaktni diferencialni rovnicesagu metodou siesi.

Budete schopni:
* rozpoznat a vieSit exaktni diferencialni rovnici.

exaktni diferencialni rovnice, totalni diferencialkmenova funkce,
integra¢ni faktor.

Kli ¢ova slova této kapitoly: @

Cas pottebny k prostudovani wiva kapitoly:
0,5 + 2,0 hodiny (teorie #eSeni tloh)

Definice.

f (X, ” "y
Mé&jme rovnici y'+ﬁ=0, kde funkce f(x,y), g(xy) maji v ukité
XY,
oblasti Q spojité derivace prvnihkadu. Rovnici fizeme pevést na diferencialni
formu

f(x y)dx+ g( x y)dy=0

Pokud je leva strana posledni rovnic€vtotalnim diferencialenm¢jaké funkce
F(x y), jedna se o tzvexaktnirovnici. Funkci F(x,y) nazgyvamekmenovou kmenova funkce

funkci

Metoda reSeni.

vyraz f(x y)dx+ g( x y) dy je, jak vime, totalnim diferencidlem peatehdy,

plati-i v Q rovnostg—f:g—g. Po owteni platnosti této rovnice nalezneme
y  0X

kmenovou funkci F(x, y) a obecny integrél wodni rovnice (v implicitnim
tvaru) je pak dan rovnicF (x, y) = C.

Nalezeni kmenové funkceF (x,y) plyne zrovnic f(x, y)=w
g(x y)=%§’y), odkud  F(xy)=[f(xydx qy a zéarova

F(xy)=[a(x ydy+ q ¥ (viz priklad).
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Véta (integracni faktor).
Pokud rovnice neni exaktni,ireme se pokusit najit takovou funkmi( x y),
zvanouintegracni faktor, aby rovnicem(x y) f(x Ydx nf x y ¢ x yd % C

byla exaktni.
Najit takovou funkci neni obe&nsnadné, protoZze musimiesit parciélni

a(mf)za(mg)

diferencialni rovnici . Da se v8ak snadno ukéazat, Zze pokud je

oy ox

of _og of _og
vyraz M, resp. oy : ox funkci pouze prognné x, resp.y, je také
integrujici faktor funkci pouzex, resp.y a nalezneme jefeSenim rovnice

of _og of _og

dinm_dy ox dinm_dy odx

= , resp. = :

dx g dy - f

Piiklad 1.

Reste exaktni diferencialni rovni(:Bx2 + 2y) dx+( 2x- 3 dy= C.

Reseni.

Zavefme standardni ozoeni f (x, y) =3¥ +2y, g(x y)=2x-3.

Nejprve zjistime, zda plati rovnoﬂ :a—g. Protoieﬂ=2 a 99 =2, rovnos
oy 0X oy 0X

plati a jednése opravdu o exaktni rovnici. Leva strana zadanéice je ted
totainim diferencialemdr (x,y) kmenové funkce F(x,y) (kterou musim

nalézt) a obecngeseni ma tvafF (x, y) = C.

Pro funkci F plati, 2e%—F = f , odkud dostaneme

X
F(xy)=] fdx+ >):J'(3>%+23) bt € Y= 32 yx €).
Integrani konstantaC(y) je obecs funkci y, pii parcialnim derivovani podl&

vymizi stejré jako obyejna konstanta. kejimu ugeni vyuZijeme toho, Ze p

funkci F dale platl'g—F=g, odkud obdrzime postupn2x+C'(y)=2x-3,
y

C'(y)=-3, C(y):J'(—3) dy=-3y. Integr&ni konstantu zde nenfeba psa

Dosazenim ziskané funkceC(y) do F dostaneme hledanou fun

F(x y)= X +2yx-3y.

Obecné 7eSeni vychozi rovnice tudiz je F(x,y)=xX+2yx-3y= C,
c-x

v explicitnim tvaruy = =3
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Piiklad 2.
. , . R N
Nalezrete integrani faktor areSte diferencialni rovnlc( x> — y)dx+ xdy= 0. )1'&

Resen.

Zavedeme standardni ozeai f (x,y)= X -y, g(x y)= x.

Vypoétemeg—f =-la g_g =1. Protoze se oba vysledky liSi, nejédse o exakt
y X

rovnici. Zkusime nalézt integtai faktor, tj. takovou funkc'm( X, y) , aby rovnici

m(x y) f(x yYdxr nf xy § xpd yC

byla exaktni.
of dg

oy 0x _—2

ProtoZze vyraz® = — je funkci pouze prosmné x, lze, jak vimi
X

z teorie, integréni faktor hledat jako funkci pro&nné x, vyhovujici rovnic
dinm

=@ . Integraci dostavamia m= —jgdxz ~2In x, odkud m( x) = £
X

2

X
Integra&ni konstantu p této integraci neuvadime (volime rovnu nule), tp¥e
nam stdi jakykoliv partikularni integral. Vynasobenim vy rovnice
nalezenym integemim faktorem m dostaneme jiz exaktni rovn

(1—lzjolx+l dy= 0.
X X

Tuto rovnici vifeSime jiz znamym postupem, proto jen &
oF _ _ _rl _y _
a—y—g: F—jgdy+ C( &—I; dy+ C( )(‘j(+ ¢ )(

F_(_ 0y Yy _ Y
™ f:aX(X+C(x)j 1 7= )g+C'(x) 1 7=

C'(x)=1= C(¥) = [1dx= >atedyF (x, y):¥+ x.
Obecné 7eSeni exaktni rovnice a také rovnice ayodni tudiz j

F(xy)=2

2+ x= C, nebo-liy=Cx- X.
X _—

Shrnuti kapitoly:

Exaktni rovnice vyjatiuje podminku nulovosti totalniho
diferencialu rjaké funkceF(x, y), zvané kmenova funkce. Tato
podminka se da snadno @t. ReSeni spdiva v nalezeni kmenové

funkce na z4klad vztahi, plynoucich z vlastnosti totalniho
diferencidlu a poloZzenim této kmenové funkce rovrkamunstant.

Pokud rovnice neni exaktni, e se stat, Ze po vynasobeni vhodn
funkci zvanou integréni faktor se rovnice exaktni stane. Najit

integrani faktor je ale obeahdosti obtizna uloha.

ou
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Otazky:

» Definujte exaktni diferencialni rovnici.
» Jaka je metodgesSeni této rovnice?

« Jakou roli hraje tzv. kmenova funkce?
e K ¢emu slouzi integkani faktor?

Uloha A5.1.
Reste exaktni diferencialni rovnici.

a) (4—%§jdx+2—3dy: G

b) 3x?edx+ (X e -1)dy= C;

C) e‘ydx+(1— xe‘y) dy= 0;

d) 2xcosg yd<+( - X sinaa d= ;
e) 2xEtgydx+(x2— 23in3a dy= ¢

f) (x*-3y?)dx+ 2xydy= 0.

Navod.
U rovnic €) a f) jefieba nalézt integtai faktor m( x y).

Pravodce studiem.
Ani rovnice exaktni nepait k nejjednodussim. Zakladem je‘egné

pochopeni teoretické metodyeSeni, pak je vSe daleko snazSi

Kazdopad# reSte sam (sama) etSinu prikladz na konci kazdé
kapitoly. Je to opravdu jedind moZnost, jak se diaumatematiku

pouZzivat v praxi!
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A6. ROVNICE PRVNIHO RADU
NEROZRESENE VZHLEDEM K DERIVACI

V této kapitole se dozvite:

» jak sefeSi vybrané typy rovnic prvniiddu neroeSenych vzhledem k
derivaci.

Budete schopni:
» vyieSit vybrané typy rovnic prvninddu nerozeSenych vzhledem k derivaci.

Kli ¢ova slova této kapitoly:
diferencialni rovnice prvnihoradu neroZeSena vzhledem @
k derivaci, Clairautova rovnice.

Cas pottebny k prostudovani wiva kapitoly:
0,25 + 1,25 hodiny (teorie #eSeni uloh)

Vime jiz, Zze za rovnice nertgSené vzhledem k derivaci povazujeme takové
rovnice, které nelze ekvivalertmpievést na tvary = f(x, y). Obecr se tyto

rovnice daji feSit tzv. metodou dvou parametr My probereme vybrané
jednodussi specialniipady.

Rovnice vyeSena vzhledem k neznamé funkgy .
Jedna se o rovnici tvaru

= f(xY)|

Metoda ieSeni.
Rovnici prepiSeme na tvay = f(x, p), kde jsme zavedli tz\parametr p=y'.
Derivaci podlex a ogtnym dosazenim parametrp za y' obdrZzime rovnici

o- of (x.p)
of af dp dp AX . . o
=—+—— po Upra¢ — =——22—_ Toto je rovnice prvnih@adu pro
P=ox Tapax' PO P T Tt (x, p) J P P
op

neznamou funkcip(x), rozeSend vzhledem k derivaci. Nalezneme-li jeji obecny
integrél (nap. n¢kterou z dive probranych metod)p = g( X, C) , pak gimym
dosazenim dofwodni rovnice obdrzime jeji obectaSeniy = f(x, g( % Q).

Poznamka.
Lze také nejprve derivovat vychozi rovnici podke ¢imZ dostaneme rovnici

f f
druhéhorady y = & (6 Y), 01(x V)
0X oy
rovnice dosaditp za y', ¢imz dosahneme snizeni jejibddu (viz takésnizeni
raduv kapitole ,Vybrané rovnice vyssidadi®).

y', ve které ,chybi“y, a teprve do této
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Poznamka.

Zajimavy moment nastava v okamziku, kdy jiz ma&eni p = g(x C). Misto

dosazeni dovodni rovnice se nabizi také moznost vratit sg ka feSit tlohu

y =g(% C). Tim bychom v3ak dostatie3eni rovnice druhéhtadu, uvedené

v predchozi poznamce (s &wa integrédnimi konstantami), coz neni naSim
ukolem.

Rovnice Clairautova.
Specialnim fipadem uvazované rovnice je rovnice

y=xy+¢(y),

zvanaClairautova (¢teme ,klerotova“). Uvedenym postupem snadno zjistiie
jeji obecnéteSeni ma tvary=Cx+¢(C) a navic objevime, Ze existuje i

dg

singularniteSeni, vyhovujici rovnick + W =0.
y

Rovnice vyeSena w¢éi nezavisle pronénné x.
Rovnici typu

x=f(y,Y)

muzeme snadnorpvést na fedchozi typ. Zaknou ozndeni prordnnych X o y

. . 1 1 . T
a naslednou upravow = f(x,ﬁ‘—d;): f(x,d—yj= f(x—,j obdrzime rovnici jiz
dx y
zndmého typuy=g(x y), kterou vyesime uz znadmym postupem a ve
vyslednémieSeni opt zanenime X ~ y (v podstat feSime diferencialni rovnici
pro inverzni funkci).

Poznamka.
Probrané typy rovnic zahrnuiji také specialipady|y = f (y)|a|x= f(y)|
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P¥iklad.
Reste diferencialni rovnicty = y?2.

N
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Reseni.

Jedna se o rovnici spadajici pod typ= f(x y). Derivaci obou stran této
rovnice podle prokgnmné x obdrzime rovnici drunéhtadu 4y'= 2/y', ve kterée
neni explicitR pritomna prominnd y. Zavedenim parametrp =y dostaneme
rovnici prvnihoradu 4p = 2op pro funkci p(x). Tato rovnice mze byt splgna
dvéma zmisoby. Bul’ je p=0 nebo (po vydleni obou stran rovnice parametrem
p) musi platit4 = 2p’.

Prvni moZnost dava po dosazegni= p=0 do pivodni rovnicesingularniresSeni
y=0.

Druha moznost vede na jednoduchou diferencialmiobwp’ = 2, odkud integraci
p:Ide: 2x+ C. Dosazenimy = p= &+ C do pivodni rovnice dostaneme

obecnéreenidy = (2x+ C)’, které upravime na,

o (. .cY ) .
explicitni tvar y= x+§ a zavedenim nové

konstanty C misto % obdrzime optimalni

vyjadieni y = (x+ C)". '
Jedna seiejmeé o soustavu parabol, které se
oteviraji nahoru a dotykaji se ogy(viz

obrazek). Osa predstavuje singularritésSeni,
které je obalkou soustavy parabol. -

Shrnuti kapitoly: Z
Metody #eSeni rovnic prvnihotadu neroteSenych vzhledem
k derivaci jsou obechnarainéjsSi a presahuji ramec tohoto modulu
Podrobrtji je probrana rovnice raz3end wucéi neznamé funkc
y=f(xy). Tuto rovnici je mozné zavedenim parametp=y a
derivaci celé rovnice podle pramné x pievést na rovnic
rozieSenou vzhledem k derivaci. Jeji obecieSeni p dosadime dg
vychozi rovnice zay a obdrzime obecnéeSeni fvodni rovnice.
Typickou rovnici tohoto typu je rovnice Clairautova

Na predchozi typ rovnice lze snadna‘gvést i rovnici roteSenou
viici nezavisle promnné x= f(y,y).
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Otazky:
« Cim se vyznauiji rovnice prvnihdadu nerosesené vzhledem k derivaci?

» Kterou rovnici tohoto druhu umitesit a jakym postupem?
« Jak vypadé Clairautova rovnice a jakiegi?

Uloha A6.1.

Reste diferencialni rovnici prvnihdéddu neroge$enou vzhledem k derivaci.
Nalezréte i pripadna singularneseni

a) y=1+y?;b) y=xy - y*; c) y=xy -1+ y*;

1 xy'?
d) y=xy+ @) y=xy?+ y2: f) 2y = .
) y=xy 2y7 ) y=xy + y5f) 2y V2

Pravodce studiem.
Ukazkou vybranych typrovnic nerozeSenych vzhledem k derivalci
jste ukoril(a) prvni a nejdelSicast tohoto modulu — diferencialr
rovnice prvnihoradu. Priste Vascekaji rovnice vysSiheadu. Pokud
Vas studium vysililo, doporwji odpocinek a nechat latku trochu
ulezet.

—_—

Korespondenéni ukol k ¢asti A.

Zvolte si z tloh kazdé kapitoly jednu diferenciatavnici a tu podrob# vyieste.
Volte prosim mezi rovnicemi, ozé@nymi pismeny d), e), f)ijpadré g). Ulohy
vypracujte maximalk prehled, nemusi byt nuthzpracovany pomoci géaace.
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B. DIFERENCIALN R
RAD

OV NICE VYSSIHO
U

Bl1. JEDNODUCHE DIFERENCIALNI
ROVNICE VYSSIiHO RADU

V této kapitole se dozvite:
» jak sefeSi nejjednodussi rovnice vysSSitdalu.

Budete schopni:
» vyreSit vybrané typy rovnic prvnin@ddu nerogeSenych vzhledem k derivaci.

Kli ¢ova slova této kapitoly:
jednoduché diferencialni rovnice vySSihgadu, snizenifadu
diferencialni rovnice.

Cas potrebny k prostudovani wiva kapitoly:
0,25 + 1,5 hodiny (teorie #3eni Uloh)

Rovnice typu|y"" = f ()|

Resi sen-nasobnou integraci. Nagovnice druhéhsadu y' = f(x, y) maieseni
y=J' y (X)dx, kde y’ =I f (x)dx.

Rovnice typu F(x, v, Wl%...,y")= 0, kde m=>1.

Rovnici  substituci y(m):z prevedeme na rovnici (n—m)-tého fadu

F (x, z 2,..., i‘m) = 0 pro funkci z(x). Po jejim vyeSeni opakovanou integraci

(viz predchozi typ) obdriimey(x). Uvedeny postup se nazywhizeniradu
diferencialni rovnice.

Poznamka.
Specialni tvary™ = f(x, 3/”"1)), resp. F(x, Yy, )f”)) =0 maZeme uvedenym
postupem fevést dokonce na rovnici prvéradu.

Rovnice typu|y" = f(y)|.

Vynasobime-li tuto rovniciy’, dostaneme rovniciy'y' = f(y)y , odkud

%y’z :J' f (y)dy, coz je rovnice prvnihgadu. O platnosti Upravy seiireme

preswdcit derivaci posledni rovnice podte
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Rovnice, jejichz leva strana je Uplnou derivaci.

Rovnice tvan%g(x, A )}”’1)) = f( ¥|. Na levé stranje Gplna derivace

vyrazu nizSihdadu. Integraci obou stran rovnice dostaneme dié&ibm rovnici
(n-1)-nihotadu.

Piiklad 1.

« o ... _ 6

Reste diferencialni rovnicy” =—; .
X

Reseni.

P¥imou integraci vychozi rovnicéetihoradu podle prognné x dostaneme

rovnici druhéhaadu

6 3
'z | = dx=-=+G,
Y J.x3 X2 G
jeji integraci obdrzime rovnici prvnitadu
3 3
=||-—+C |dx=—+ G x+ C,
Y j( v clj S Gx G
a integraci této rovnice ziskame rovnici

y:j(§+qx+ gj dx=3In )(-Ir% X+ C» C,

ktera fedstavujebecné-eSenivychozi rovnice.

Priklad 2.
Reste diferencialni rovnici®y' + X y =1.

Reseni.
V feSené rovnici druhéh@du neni explicita vyjadiena promdinna y . MuZzeme
proto substituciy’ = z snizitfad rovnice a dostaneme rovnici prvnidou pro
funkci z(x) X’Z+ ¥ z=1.
Jedna se o linearni rovnici, kterou jiz umirasit. Jeji obecni&Seni je
C 1 . - . . ] , .
z=—-—. Nyni se vratime kijvodni pronénné y dosazenim zjiné substituce
X

X2

z= Y. Dostaneme jednoduchou diferencialni rovry'cizg—i, jejiz gimou
X

X2

integraci a pejmenovanim konstant§¢ na C, obdrzimeobecné“eSenivychozi

rovnice y:j(%—%j dx=GIn x+—jz+ C.
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Shrnuti kapitoly:

V této kapitole jsou uvedeny pouze nejjednodusgly tyovnic vySSihoradu,
jejichz feSeni nevyZaduje zadné zvlastni znalosti nebornydttdze snadno sniz
fad diferencialni rovnice.

Rovnice y(”) =f (x) je fesSitelna opakovanon-nasobnou integraci.

Pokud se v diferencialni rovnici nevyskytuje funkge a nejnizsi fgitomnou
derivaci jey™, Ize snizittad rovnice substitucy'™ = z.

Rovnici druhéhgadu y" = f(y) Ize vynasobeniny' a integraci podley prevest

na rovnici prvnihgadu.

Neékdy Ize diferencidlni rovnici fgvést na tvar, kdy na jedné s&ae Uplna
derivace #jakého vyrazu podlex a na pravé stra&nlibovolna funkce x. Pak
integraci rovnice snizime jgfd o jednotku.

Otazky:

. Uveil’te jednoduchéffipady diferencialnich rovnic vyssitiédu, které se daji
snadnaesit nebo u kterych Ize alespsniZzit jejichiad.

Uloha B1.1.

Reste diferencialni rovnici typy"™ = f ().

a) y'=4cosx, y(0)=0, y'(0)=0;

b) y"=Vx, y(0)=1, y(0)=0, y'(0)=-2.

Uloha B1.2.
Reste rovnici typuF (x, Yoy y“), kdem=>1.

a) Yy'+ ytg x=sin2x;
b) y'xIn x=y.

Privodce studiem.

V této kapitole byly probrany velmi jednoduché&igmdy rovnic
vyS8Sihoradu. Negedpokladdm, Ze by Vam tato latk@lala néjaké
potizZe.

—
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B2. LINEARNI DIFERENCIALNI
ROVNICE VYSSIHO RADU

V této kapitole se dozvite:

e co rozumime pojmem linearni diferencialni rovnicgéhoiadu;
» jaké jsou zakladni teoretické vysledky tykajiciwaru, existence a
jednozn&nostireSeni této rovnice.

Budete schopni:

» reprodukovat zakladni teoretické vysledky ohkelimeérni diferenciélni
rovnice n-téhoradu.

Kli ¢ova slova této kapitoly:

linearni diferencialni rovnice n-téhofadu homogenni a é}
nehomogenni, fundamentélni systéieSeni, metoda variace
konstant..

Cas pottebny k prostudovani wiva kapitoly:
0,75 + 0,0 hodiny (teorie #3eni Uloh)

Definice.
Rovnici typu

YO ra,()y)+ra() v+ a( ¥ ¥ (X

kde f(x),a(X),...,a.,( X jsou libovolné funkce spojité v&itém intervalul ,
nazyvame linearni rovniai-téhoradu.

~

Tato rovnice je v obecnéntipad obtizre feSitelna, zalezi na konkrétnim tvaru
funkei f (x),a(x),....a.,( ¥. Uvedme alespd zakladni teoretické vysledky

Véta.

Jestlize funkceay(X),..., a,( X, f( X jsou spojité vintervald, pak se da
dokazat, Ze existuje prévedno ieSeni uvedené rovnice, definované v celém
intervalu 1, které spiuje pasateni podminky y(x)=Y, Y (%)=, ...

Y (%)= ¥ kde x, 01 agisla y,, v, --., Yy JSOU libovolna relna.

Definice.
Rovnici y" +4a_, () y(”‘1)+...+ a(® y+ a( ¥ ¥ 0 nazyvame homogenni

line&rni rovnici(tj. rovnici bez pravé strany¥iglusnou k pvodni (nehomogenni)
rovnici.

Véta.
Libovolna linearni kombinacéeSeni homogenni linearni rovnice je také jejim
reSenim.
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fundamentalr
svstér

variace
konstan

Dikaz.
Plyne z linearity derivace (libovolnéftadu).

Definice.
Systém y;(x), ¥,(X), ..., ¥,(X) linearre nezavislych (v intervalu) re3eni
homogenni linearni rovnice se nazyuadamentalni systétato rovnice.

Véta.
Tvori-li funkce y,(X), ¥,(X), ..., ¥,(X) fundamentaini systém homogenni

linearni  rovnice, pak obecny integral této rovnicena tvar
y=qy+cy+...+ ¢y kdec, ¢, ..., ¢, jsou libovolné konstanty.

Véta.
Je-i y,(X), ¥,(X), ..., ¥,(X) fundamentalni systém homogenni rovnice, pak

obecny integral nehomogenni rovnice ma tyar gy, + G Y, +...+ ¢ ¥+ Y, kde
¢, C, ..., G, jsou libovolné konstanty &, je jakékolivieSeni (partikularni
integral) nehomogenni rovnice.

Diikaz.
Stai dosadit uvedeni&Seni do nehomogenni rovnice &topyuzit jeji linearity.

Poznamka.
Obecny integral nehomogenni rovnice je tedyssm obecného integralu rovnice
homogenni a libovolného partikularniho integralunice nehomogenni.

Véta (metoda variace konstant).

Partikularni integral Y, (%) Ize hledat ve tvaru
Yo(X)=ag(¥ y( ¥+ c( ¥ y( ¥+..+ o X M ). ti. ve tvaru obecnéhteseni
homogenni rovnice, kde vSak vfhy ¢, c,, ..., C, nepovazujeme za konstanty,

ale neznamé funkce pr@mmeéx (tzv. metoda variace konstgnitNeznameé funkce
¢.(X), ¢, (x), ..., ¢,(X) vyhovuji soustay diferencialnich rovnic prvnihiadu

7 n

oY, + Gy, + .. +gY =0
QY tGY, + .. +g Y =0

Tuto soustavudeSime obdobnym postupem jako algebraické soustaggrhich
rovnic (elimin&ni metodou, Cramerovym pravidlem apod.). Integeskanych

prvnich derivacic(x), ¢,(X), ..., ¢,(x) nakonec dostaneme hledané funkce
c (%), ¢ (%), ..., 6, (x)-
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Shrnuti kapitoly:

Linearni diferencialni rovnici n-tého fadu je rovnice tvard
YW +a, (%) y(”‘l)+...+ a(® y+ a( ¥ ¥ { x. Rozlisujeme rovnici
homogenni ((x)=0) a nehomogenni {(x)#0). Resit obecs
linearni rovnici neni mozné, ale plati ¢kolik dulezitych
teoretickych vysledk.

Jsou-li funkcea,(x),..., a(¥, f(X spojité vintervalul, existuje
v tomto intervalu pra¥ jednofeSeni, splujici potateni podminku.
Libovolna linearni kombinaceeSeni homogenni rovnice je &p
jejim reSenim.

Fundamentalnim systémem nazyvamelinedrrne nezavislychireSeni
homogenni rovnice.

Obecné reSeni homogenni rovnice ma tvar linearni kombin
funkci fundamentalniho systému, kde koeficienty elamni
kombinace jen nezavislych parameir(konstant).

ObecnéteSeni nehomogenni rovnice je stem obecnéhoieSeni
homogenni  rovnice a libovolného  partikularnihoieSeni
nehomogenni rovnice.

PartikularnitreSeni nehomogenni rovnice lze najit metodou vari
konstant.

ALC

Otazky:

» Definujte linearni diferencialni rovniai-téhotadu.

» Jak je to s existenci a jednoZnastireSeni této rovnice?

o Jak je definovan fundamentalni systém a co vitlastnostechieSeni
homogenni linearni rovnice?

e Jak Ize zkonstruovat obecreESeni homogenni rovnice a j@seni
nehomogenni rovnice?

K cemu slouzi a jak sa@sré provadi metoda variace konstant?

e

ace

Privodce studiem.

V této kapitole jste se dedel(a) zakladni teoretické pojmy

poznatky, potebné kreSeni linearni diferencialni rovnice vyssi
radu. Tyto poznatky pouZijete v nasledujicich dvapitolach, kde
se nauite reSit specialni tvar této rovnice, kdy funk

3 (x),..., 3.(X jsou konstantni veSeném oboru.
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B3. HOMOGENNI LINEARNI
DIFERENCIALNI ROVNICE
S KONSTANTNIMI KOEFICIENTY

V této kapitole se dozvite:

e co rozumime pojmem homogenni linearni diferencid@anice s konstantnimi
koeficienty;
e presny postupesSeni uvedené rovnice.

Budete schopni:

» feSit libovolnou homogenni linearni diferencidlmimizi s konstantnimi
koeficienty.

Kli ¢ova slova této kapitoly:
homogenni linearni diferencialni rovnice s konstaritni koeficienty, é}
charakteristicka rovnice, fundamentalni systém.

Cas potrebny k prostudovani wiva kapitoly:
1,0 + 3,0 hodiny (teorie #e3eni Uloh)

Definice.
Homogenni linearni rovnici s konstantnimi koefityerozumime rovnici tvaru

y+a,y(")+.+ay+ay=0,

kde a,, a, ..., g,_, jsou konstanty.

Poznamka.
Pripomeaime, Zze v obecné linearni rovnici byly ety a,, a, ..., g_;
funkcemi nezavisle proénné x.

Metoda reSeni.
PredpokladameeSeni ve tvaruy = €. Po dosazeni do homogenni rovnice a

vydéleni rovnice vyrazeng”™ obdrzime tzvcharakteristickou rovnici

- — charakteristicka
a"+a_a" +..+aa+a,=0, rovnice

cozZ je algebraicka rovniaetého stupi pro neznamour . Tato rovnice ma pr&v
nkoreni a,, a,,..qa,.

Mohou nastat dvaifpady:
VSechny k#eny jsou navzajemuene, pak fundamentalni systém homogenni

rovnice je tvéenn funkcemiy, = €, y, = &>, ..., y= &*.
Je-li rektery karen a, r-nasobny, pak mu ve fundamentalnim systému odpaovida
(linearre nezavislych) funkciy, = €, y, = xé*, ..., y= X' &
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Euleniv vzorec

Je-li fundamentalni systém nalezen, podle vyslegiedchazejici kapitoly Ize
zkonstruovat obecni&Seni ve tvaru linearni kombinace funkci fundanieiiié

systemuy=cy+CYy+..+ G Y.

Poznamka.
a) Charakteristickou rovnici nalézame v praxi snadaq #e v fivodni rovnici
nahradimek -tou derivaci funkcey k-tou mocninou nezname.

b) Je-li charakteristicka rovnice vysSiho stépmez tetiho, niize byt nalezeni
jejich kareni bez pouZziti péitate zn&né obtizné. Nassti nefastjSim
piipadem v praxi jsou diferencialni rovnice prvnihdrahéhoifadu, vedouci
ke snadndeSitelnym linearnim a kvadratickym charakteristitksovnicim.

Kotfeny charakteristické rovnice mohou byt obediomplexni, a pak jsou
komplexni také fislusné funkce fundamentalniho systému. Pokud e
v redlném oboru (a to je naiimad), zajimaji nas ovSeniguinost& redlnaresSeni.
Ukazuje se, Ze je mozné ,nevhodna“ komplee$eni nahradit realnymi.

Prechod od komplexnichfeSeni k realnym.

Jsou-li konstantya,, a, ..., 8_, realné, musi (jak plyne z teorie algebraickych
rovnic) ke kazdému komplexnimu i#emu a+ib charakteristické rovnice
existovat také kien komplexs sdruzenya—ib, a to stejné nasobnosti.

Misto, abychom do fundamentalniho systému vzali desmi funkce glaiox,
glaitx, pouzijeme jejich vhodné linearni kombinace, aakové, aby vysledné
funkce byly nezavislé a realné.

Na zéklad Eulerova vzorce z teorie komplexni¢fsel e = ea(cosbi isinlj

je zrejme, Ze nejjednodussi je vzit linearni kombinace
%(e(a“b)x+ é*“’x) = écos b a%(e(a“b)x— éa”b)x) = é"sin b, nebo-li redlnou a
imaginarnicast komplexni funkce®*.,

Pokud jsou k#eny a+ib, a-ib r-nasobné, vezmeme dale do fundamentéalniho
systému reélné funkcee™ cosbx, xe€*sinbx, ..., X" € cosbx, X & sin bx.
Tim je problém nalezeni realného fundamentalnitetésyu homogenni rovnice

s konstantnimi koeficienty (a tedy i jejiho obeanéftegralu) usgsne uzaven.
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Piiklad 1. N 7
Reste homogenni linearni diferencialni rovnici sstantnimi koeficienty 7.'\
y"-5y'+8y -4y= 0.

Reseni.

PredpokladamereSeni ve tvaruy=¢€&”*. Po dosazeni doupodni rovnice
vydéleni celé rovnice faktoreng” dostaneme charakteristickou rovnici (kte
ovSem niZzeme také napsatiimo podle vychozi diferencialni rovni
a’-5a°+8x-4=0.

Charakteristicky polynm na levé strantéto rovnice ma jednoduchy realnyir&c
1 a dvojnasobny reélny ken 2, coZz je mozno &t sowinem kadenovyct
giniteld (a-1)(a-2)(a-2).

Fundamentalni systénesené rovnice tudiz tWiofunkce y, =€, y,=¢€" &
y, = x€. Cinitel x ve funkci y,je dan obecnym pravidlem, kdynasobném
kotenu a, charakteristické rovnice odpovida linearre nezavislych funk
™, x&*,..., X" &,

Obecné reSeni vychozi rovnice je tvi@no linearni kombinaci funk
fundamentalniho systému, tzny=C y,+ G, y,+ G = G&+( G+ Gk .
Reste homogenni linearni rovnici s konstantnimi kiberfity y' —4y +13y= 0. ;1'&

Reseni.
Charakteristicka rovnice ma tvar’ —4a +13= 0 a jeji kdeny jsou komplex#

2_
ﬂfiﬁg—ﬂ1§=Zth§=213L

sdruzenéa, , =

Komplexni fundamentalni systém todunkce y = é2¥)* g y = d*¥*
Reélny fundamentaini systém je ien funkcemi y, =€*cos3x 3
y, = €*sin 3x, nebo-li realnou a imaginarsésti funkcey = €23,

Obecnéesenitudiz matvary=C y,+ C, y,= G&cos3x G & sin3.




40

B. Oby‘ejné diferencialni rovnice vyssitiadu

Shrnuti kapitoly:

Homogenni linearni diferencialni rovnici s konstaimi koeficienty
n-tého fddu je rovnice tvaru y(“)+an_ly(”'l)+...+ ay+ ay=0, kde
a,, &, ..., &_, Jsou konstanty.

Pro vlastnosti reSeni této rovnice plati vSe co pro obecr
homogenni linearni diferencidlni rovnici. Zejménkatfd, Ze obecné
ifeSeni je linearni kombinaci funkci fundamentalngystému.

K nalezeni fundamentalniho systému existufjegny algoritmus. J{
zaloZzen na pedpokladu exponencialniho tvameSeni y=¢€&", ktery

vede na tzv. charakteristickou rovnici pro neznamyponent a.
Jednéa se o algebraickou rovnici-tého stup#, ktera ma pra¥ n

kofemi. Po nalezeniéchto kaena Ize zkonstruovat fundamentalmni

systém, picemz je ale nutno vzit v Gvahufipadnou nasobnog
nékterych kaend.
Jsou-li rekteré kaeny komplexni, daji se odpovidajici kompleX

ou

v

—+

ni

funkce fundamentalniho systému nahradit realnymi.

Otazky:

* Definujte homogenni linearni diferencialni rovredkonstantnimi koeficienty
n-téhotadu.Cim se lisi od obecné homogenni linearni diferenci@vnice?

e Jak se fesr¢ ieSi homogenni lineérni diferencialni rovnici s kangnimi
koeficienty? Co je to charakteristick& rovnice?alakoli hraji jeji kaeny?

o Jak seeSi gripady, kdy charakteristicka rovnice ma vicenasdtmitény nebo
komplexni kdeny?

e Jak sestavime obecteSeni, zname-li fundamentalni systém?

Uloha B3.1.
Reste homogenni linearni diferencialni rovnici sstantnimi koeficienty.

a) y' -4y +3y=0;b) y' -4y +4y=0;¢) y'~4y=0;d) y'+4y=0;
e)y' +4y =0;f) y'+3y -4y=0;9) y' -5y +8y -4y=0; h) y"-8y=0;
) y"+3ay +3d y+ & y=0;j) y¥-16y=0; k) y* +4y=0.

Privodce studiem.
Tak co rikdte na homogenni linearni diferencialni rovni
s konstantnimi koeficienty? Asi to pro Vas nebytavws jednoduchd

kapitola, ale po prostudovanirfkladi a vyreSeni Uloh jste moznj

zjistil(a), Ze to neni takeétké. Velkou vyhodou totiz je, Ze n
teorie poskytuje fesny algoritmus, jak zkonstruovat fundamentg
systémreSeni, potazmo obecngeSeni. Neni proto vlasénviibec
nutné nad @c¢im moc gFemyslet, stdi jit krok za krokem podl¢
navodu. Nezbytné ovSem je tento navod dokonale gmtha

m
In{

A\1”4

zapamatovat si jej.
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B4. NEHOMOGENNI LINEARNI
DIFERENCIALNI ROVNICE
S KONSTANTNIMI KOEFICIENTY

V této kapitole se dozvite:

e Co rozumime pojmem nehomogenni linearni diferenciévnice
s konstantnimi koeficienty;
e piesny postupeSeni uvedené rovnice.

Budete schopni:

» feSit libovolnou nehomogenni linearni diferencidabninici s konstantnimi
koeficienty.

Kli ¢ova slova této kapitoly:
nehomogenni linearni diferencialni rovnice s konstimimi koeficienty, metoda

variace konstant, metoda specialni prave strany.

Cas pottebny k prostudovani wiva kapitoly:
0,5 + 3,0 hodiny (teorie #eSeni tloh)

Definice.
Nehomogenni lineérni rovnici s konstantnimi koefity rozumime rovnici

YU +a,y(")+ray+ gy (3,

kdea,, &, .., 8., jsou konstanty a funkcé (x) je riizna od nulové funkce.

Metoda ieSeni.

Z teorie obecné linearni diferencidlni rovnice vimee obecny integral
nehomogenni rovnice ikeme psat ve tvary =gy + ¢ y,+...+ ¢ y+ ¥, kde
vi(%), v,(%), ..., ¥, (X) tvori fundamentalni systém homogenni rovnicg,c,,
.., C, jsou libovolné konstanty &, je jakeékolivieseni (partikularni integral)

nehomogenni rovnice. Eit fundamentalni systém homogenni rovnice jiz umime
(viz predchozi kapitolu), stegnjako vypditat partikularni integraly, metodou
variace konstant.

Metoda variace konstant ale neni vzdy tou nejry§hle nejsnazsi cestou. Pro
nekteré funkce f(x) (tzv. specialni pravé strany)muZzeme totiz tvar

partikularniho integralu fedem ,odhadnout” a nasletirponmerné jednoduse
dopciitat. Hovdi o tom nasledujicidta.
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Véta (metoda specialni pravé strany).
Necht’ prava strana lineérni diferencialni rovnice s kanthimi koeficienty méa
tvar

f (x) = €[ P(Ycosbx+ { Xsin by,

kde P(x), Q(x) jsou mnohsleny obecs rizného, nejvyse viaktého stupi
s realnymi koeficientya, b jsou libovolna realnéisla.

Jestlize a+ib (a tedy ania—ib) neni kdenem charakteristické rovnice, pak
partikularni integrél ma tvar

y, =€ R(Ycosbx $ ksin bk

kde R(x), S( X jsou mnoholeny nejvyses-tého stupa.

Je-li a+ib (a tedy ia—ib) r-ndsobnym kienem charakteristické rovnice, pak
partikularni integral méa tvar

y, =X €[ R Jcosbx $ ksin b}{

kde R(X), S( ¥ jsou mnohsleny nejvyses-tého stupa.

Poznamka.

a) Uvedena specidlni prava strana zahrnuje Sirokdu funkci, se kterou v praxi
obvykle vystgime. Tak nap pro a=0, b=0 prechazi prava strana
v polynom P(x), pro az0, b=0 a P(x) =1 dostavame na pravé sttan
exponencidlni funkcie™, pro a=0, bz0, P(x)=1 a Q(x)=0 (resp.
P(x) =0 aQ(x) =1) dostanemesosbx (resp.sinbx) apod.

b) Z ptedchozi poznamky a poslednity plyne, Ze je-li prava strana ve tvaru
polynomu, je iteba pi hledani partikularnino integralu vygéet zda
charakteristickd rovnice nematiem 0(= 0+i0). Pokud je na pravé stran
exponencialae™, je nutné vyseit existenci kéene a(: a+ iO) , a pokud je na
pravé straé funkce cosbx nebo sinbx, je teba vySdit existenci kdene
ib(=0+ib).

c) Pozor na fipad, kdy na pravé strange pouze jedna z funkatosbx, sinbx.
Partikularni integraly, musime hledat (v souladu s posledétou) ve tvaru,
obsahujicim obtyto goniometrické funkce!

Po provedeni odhadu tvaru partikularnfieSeniy, zbyva pouze nalézt nezname
koeficienty polynond R(X) a S(¥. Dosadime fedpokladany tvary, a jeho

potrebné derivace doipodni nehomogenni rovnice. Obdrzime rovnici, zaéte
neznamé koeficienty tzmetodou neuiitych koeficient jednoznan¢ dopaiteme.
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Metoda neurcitych koeficienti.

Je Siroce pouzivana metodatemych partiich matematiky. Vystlime jeji
princip na jednoduchén¥iladu.

M&me nap. rovnici (A+B)x+(B- A=2x+4. Tuto rovnici chapeme jako
funkeni rovnost, tzn. funkce na pravé sttama byt identicka s funkci na levé
straré. To je moZné pouze tehdy, jsou-li koeficienty ejsgfch mocninx stejné
na obou stranach rovnice. Neznamé konstaAty B nalezneme tedy tak, Ze
porovname koeficienty (odtud nazev metody) u jelinath mocnin x na levé a
pravé strat Obdrzime tim d¥ rovnice, A+ B=2 (koeficienty ux), B— A=4

(koeficienty ux’ =1), ze kterych neni problémem vyjitat A=-1, B=2.
Misto funkcil=x°, x atd. mohou v rovnicich figurovat libovolné jinédiarr
nezavislé funkce, napsinbx, cosbx, xsinbx, xcosbx, e, x &, x* & atd.

Jestlize ma prava strana tvar &oufunkci uvedeného specialniho tvaru, inap sowet specialnich
f(x)=€"+€%* apod., je také partikularni integradl stem gislusnych pravvch stra
.dil¢ich® partikularnich integrél Je proto v takovém fipact nejjednodussi

hledat kazdy déi partikularni integrél zvlaSa vysledky sé&st.

Shrnuti kapitoly: 2
Nehomogenni lineérni diferenciélni rovnici s konstémi koeficienty n-tého

adu je rovnice tvaru y"+g y(")+.+ay+ay= (} . kde

3, @, ..., & jsou konstanty a funkcé (x) je tizna od nulové funkce.

Pro vlastnostieSeni této rovnice plati vSe co pro obecnou nehemddinearni
diferencialni rovnici. Zejména plati, Ze obednéeni je satiem obecnéhoeSeni
homogenni rovnice a libovolného partikularniieseniy, nehomogenni rovnic
a Ze toto partikularriieSeni Ize vZdy nalézt metodou variace konstant.

Pro tzv. specidlni pravé strany tvafy(x) = €| P( Ycosbx+  ¥sin b, kde

D

P(x), Q(x) jsou libovolné mnohtdeny, existuje efektivjsi metoda ureni
partikularnihoteSeni y,, ktera obchazi nutnost integrovat. Tvar partikuilao
feSeniy, se ,odhadne” podle tvaru pravé strany a ditpdi se pouze hodnoty
neznamych paramétrvystupujicich vy, . Uvedeny ,odhad” ma svargsna
pravidla, ktera je nutnéesré znat.

Otazky:
» Definujte nehomogenni linearni diferencialni rovisikonstantnimi ‘)
koeficienty n-téhoradu.Cim se lidi od obecné nehomogenni linearni

diferencialni rovnice?

o Jak se fesrt reSi nehomogenni lineérni diferenciélni rovnice sskantnimi
koeficienty?

o Jakymi d¥ma metodami rizeme ¥tSinou hledat partikularni integral
nehomogenni rovnice? Kteraéchto metod funguje vzdy?

e Jak zni pesna pravidla pro konstrukci partikularnite$eni nehomogenni
rovnice metodou specialni pravé strany?

* Vyswtlete metodu neditych koeficienti.
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P4
AN

Piiklad 1.
Reste nehomogenni linearni rovnici s konstantnirefik@nty y" -2y + y= &*.

Reseni.
ObecnétreSeni nehomogenni rovniceibeme hledat ve tvaru s&tu obecného
reSeni y, homogenni rovnice a libovolneho partikularnin@seni y,
nehomogenni rovnice:

Y=%*Y,-

Homogenni rovnici jiz vkeSit umime. Charakteristicka rovnice ma dvojnasobny
kofen a, , =1 a tedy pisludné obecnéeSeni ma tvaty, = G € + G x€|.
Hledejme nyni partikularni integray,. Prava strana ma tzspecialni tvar
e[ P(Ycosbxt ¥ sinb¥, kde a=2, b=0, P(x)=1, tudiz mizeme tvar
partikularniho integralu ,odhadnout®. ProtoZze clikéeastickd rovnice nema
zadny kden roven hodneét a+ib=2, predpokladame tvar partikularniho
integralu zcela obdobny pravé stanj. |Y, = A€”|. Pokud by existovalr -
nasobny keen 2 charakteristické rovnice, rgapokladali bychom tvar
Y, =X A€” . Koeficient A reprezentuje zatim neznamy polynom nultéadu.
Dosazenim fedpokladaného partikularnihieSeni do vychozi (nehomogenni)
rovnice snadno nalezneme, 2e-1, a tedyy, = e,

Obecny integral nehomogenni rovnice tudipyje C €+ C xé+ &,

Druhou moznosti k @eni partikularniho integraly,, kterou nizeme pouzit pro
jakykoliv tvar pravé strany, je metoda variace kans Vychazime ip ni
z predpokladu, Zey, ma stejny tvar jakoy, , kde ale veliiny C,, C, jsou zatim
neznamé funkce promné x, tj. |y, =G (X) € + G( 3 x&,
Prvni derivace funkcC,, C, hledame podle teorie jakeSeni soustavy linearnich
rovnic

Cle + G, xé =0
Cl(e) + G(xe) = &

Reseni této soustavy je jednoduché fnaframerovym pravidlem). Dostaneme
Ci=-x€, C,=¢, odkud pimou integraci C,=-[xedx=(1- &,
C,=[edx=¢.

Integra&ni konstanty fi integraci nepiSeme (volime rovny nule), protoZemn

stai jakékoliv feSeni. Dosazenim nalezenych funkci dedpokladaného tvaru
Yy, ziskame hledany partikularni integral

y, =(1-x) e+ & xé= &- &+ x&=_°t

Obdrzeny vysledek je shodny $edchozim. MiZzeme konstatovat, Ze metoda
ieSeni ,odhadem” podle tvaru pravé strany zde jed$&ida rychlejSi nez metoda
variace konstant.
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Piiklad 2.
Reste nehomogenni linearni rovnici s konstantnimi  efik@nty
y'+4y +5y= 5% - 32x+ E

N
AN

Reseni.
Obecné&eseni nehomogenni rovnice hledame ve tvaratsmbecnéhdeseniy,
homogenni rovnice a libovolného partikularnfieSeniy, nehomogenni rovnice

y:yh+yp-

Charakteristicka rovnice ma komplexisdruzene ki®ny a,,=-2+i a tedy
obecné&eSeni homogenni rovnice mé tvar

y, =C,€*cosx+ G € sin ).

Hledejme nyni partikularni integray,. Prava strana vychozi rovnice ma tvar
polynomu druhéhofddu. Jednd se tedy o tzwpecialni pravou stranu
e[ P(¥cosbxt  } sinb}, kde a=0, b=0, P(x)=5% -32x+ 5. Protoze
charakteristickd rovnice nema zadny i&o roven hodnét a+ib=0,

predpokladame tvar partikularniho integralu zcelaoty pravé straf) tj. ve
tvaru polynomu druhéhtadu

y,=aX+axt g|

Pokud by existovalr -ndsobny kéen O charakteristické rovnicejgapokladali
bychom tvary, = X (a2x2 + g X+ @).
Neznameé koeficientya,, a, a, urtime metodou neufitych koeficient.

Dosazenim fedpokladaného partikularnihieSeni do vychozi (nehomogenni)
rovnice a jednoduché Uprav obdrzime rovnici

5a,X +(8a,+53) x+ 2a+ 43+ 53= 5%— 32 !

Tato rovnice nmiZze byt identicky spkna pouze tehdy, jsou-li koeficienty u
jednotlivych mocnin progmné x na obou §tranéch rovnice stejné, tzn. plati-li
5a, =5, 8a, +5a =—32, 2a, + 4a, + 53, = 5. ReSenim této soustavii tinearnich
rovnic pro ti neznamé jsou hodnotg, =1, a =-8, a,= 7. Dosazenim tohoto
vysledku do pedpokladaneho tvary, obdrzime vysledny partikularni integral

y, =X —8x+7|,

Obecny integrdl nehomogenni rovnice tudiz je

y=Ceé€*cosx+ G & sinx X— 8x 1
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N

Priklad 3.

Reste nehomogenni linearni rovnici s konstantnirefik@nty y" +9y = sin 3x.

Reseni.
Obecné&eseni nehomogenni rovnice hledame ve tvaratsmbecnéhdeseniy,
homogenni rovnice a libovolneho partikularnfie§eniy, nehomogenni rovnice

y:yh+yp-

Charakteristicka rovnice ma dva kompléxsdruzene kieny a,,=+3 i a tedy
piislusné obecni&seni ma tvar

Yy, = C cosX+ C, sin3\.

Hledejme nyni partikularni integrdy,. Prava strana vychozi rovnice ma tvar
sin 3x. Jednda se tedy o @ tzv. specialni pravou stranu
e[ P(Ycoshxt ¥ sinb}, kde a=0, b=3, P(x)=0, Q(x)=1. Protoze

charakteristickd rovnice ma jeden jednoduchyekoroven hodnét a+ib=3i,
piedpokladame tvar partikularniho integralu

y, = X( Acos3x+ Bsin3)|,

Neznamé koeficientyA, B predstavuji neznamé polynomy nultéhi@du a
uréime je tzv. metodou neufitych koeficient. Dosazenim igdpokladaného
partikularniho teSeni y, do vychozi (nehomogenni) rovnice, provedeni
pottrebnych derivaci a jednoduché Uprav obdrzime rovnici
—6Asin 3+ 6B cosX= sin3.

Tato rovnice nMiZze byt identicky spkna pouze tehdy, jsou-li koeficienty u
jednotlivych goniometrickych funkci na obou stramdovnice stejné, tzn. plati-li

-6A=1, 6B= 0. Odtud dostavameé\ = —%, B=0.

Dosazenim tohoto vysledku dg, obdrzime partikularni integral

Yo :—gcos&,

Obecny integrél nehomogenni rovnice tudiz je

y=C,cosX+ C sin&—g cosi{.
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Piiklad 4. Y,
Reste nehomogenni linearni rovnici s konstantnirefik@nty F.R

2X
y'—4y +5y= €.
COSX
Reseni.

ObecnétfeSeni nehomogenni rovniceibeme hledat ve tvaru s&iu obecného
reseni y, homogenni rovnice a libovolneho partikularnin@seni y,
nehomogenni rovnice

y:yh+yp-

Charakteristicka rovnice ma dva kompléxsdruzené keny a,, =2+i a tedy
piislusné obecniesSeni ma tvar

y, =C,€*cosx+ G €& sin ).

Hledejme nyni partikularni integrat, . ProtoZe prava strana nema specialni tvar
e[ P(Ycosbx+t ( }¥sinb}, musime pouZit metodu variace konstant
Vychazime pi ni z pedpokladu, zey, ma stejny tvar jakoy, , avsak veliiny C,,

C, jsou zatim neznamé funkce pr&meé x, tj.

Yy, =C(x) € cosx+ G( ¥ & sin |

Prvni derivace funkcC,, C, hledame podle teorie jakeSeni soustavy linearnich
rovnic
C/e* cosx+ C € sinx 0
er
COSX

C, (e cosx)+ C, (€ sinx) =

Reseni této soustavy je jednoduché fnaramerovym pravidlem). Dostaneme
C,=-tg x, C,=1, odkud gimou integraci Cl=—jtg xdx= In cosx,
C,= jldx= X.

Integra&ni konstanty fi integraci nepiSeme (volime rovny nule), protoZes n
zajima libovolnereSeni. Dosazenim nalezenych funkei yp ziskame hledany
partikularni integral

y, =(Incosx) € cosx+ x& siny,

Obecny integrdl nehomogenni rovnice tudiz je

y=¢€[(G+IncosX cosx+( G+ ¥ sin¥|




48

B. Oby‘ejné diferencialni rovnice vyssitiadu

Uloha B4.1.
Reste nehomogenni linearni diferencialni rovnicbsgtantnimi koeficienty.

a)y' -3y +2y=€;b) y+5y +6y=€*+ €;c) y' —4y=8x%;
d) 4y' -y=xX-24x;e) y' + y+g y=25cos2; f) y' -5y +6y=13sin3;

g) Y —2y=xe*; h) y"'+y' = 6x+ €*; i) Y -81ly=27e*j) y'+4y:sir112x;

X

K) y' -2y + y=e—2; ) y'+4y +4y=€*In x.
X

Privodce studiem.

Nehomogenni linearni diferencialni rovnice s komgtami
koeficienty pedstavuji pomysiny vrchol tohoto modulu. Umite
reSit tyto rovnice, dokazuje to, Ze jste zvladl(agrné narocnou
cast vyssSi aplikované matematiky. Navic, tyto roen@edstavuji
v praxi nejpouziva#jSi typ diferencialnich rovnic. Nejjednodu§
matematicky model &Siny problénd prirodnich i jinych ¥d byva
tvoren praw temito rovnicemi.

Vim, Ze zpoéatku neni tato problematika jednoducha. A

nepodléhejte depresi, pokud se Vam zatfeSeni moc nedd.
Zeptejte se sam (sama) sebe, co konkéé¥dm nejde, a na to s

znovu podivejte do teorie a ukadzkovyctikpadii.

Korespondenéni ukol k ¢asti B.

V Uloze B4.1 zvolte d¥ rovnice z rovnic ozngnych pismeny d) az I) a ty

podrobr vyiesSte.
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C. SOUSTAVY OBYCEJNYCH
DIFERENCIALNICH ROVNIC

Cl. ZAKLADNI POJMY

V této kapitole se dozvite:

e CO rozumime pojmem obecna soustava diferenciahoiafic a jak je
definovan jejirad;

* jak je definovana normalni soustava diferencialmésnic;

* jak se da pevést na normalni soustavu diferencialni rovnic&ihoraddu nebo
obecné soustava diferencialnich rovnic ;

* jak je definovandeSeni nebo-li integral normalni soustavy difereinécé
rovnic;

e CO jsou to tzv. ptateeni podminky prdesSeni normalni soustavy
diferencialnich rovnic a jak je to s existenci @jezn&nostifeSeni;

» definici obecnéhdeSeni normalni soustavy atgnych diferencialnich rovnic.

Budete schopni:

» prevést diferencialni rovnici vysSittddu nebo obecnou soustavu
diferencialnich rovnic na normalni soustavu.

obecna soustava obgjnych diferencialnich rovnic, normalni soustava
oby¢ejnych diferencialnich rovnic, p&te‘ni podminka pro normalni soustavy
diferencialnich rovnic, existence a jednozif@ostieSeni normalni soustavy
diferencialnich rovnic, obecnéeSeni normalni soustavy diferencialnich rovnic.

Kli ¢ova slova této kapitoly: @

Cas potrebny k prostudovani wiva kapitoly:
0,75 + 0,0 hodiny (teorie #eSeni uloh)

Definice.
Obecnou soustavou afgjnych diferencialnich rovnimzumimem rovnic tvaru

F (x, VIRV LU VARV LYY ,...,S?k))= L i=1,2,..m,

pro k funkci y,, V,, ..., .. Maximalnicislo z¢isel n (tj. fad nejvyssi fitomné
derivace) nazyvami&dem soustavy.

Poznamka.

a) V praxi nefastji odpovida pdet neznamych funkci gtu rovnic (tj. k = m).
Dale budeme uvazovat pouze tentipad.

b) Resit obecnou soustavu rovnic v uvedeném tvaru seafiné. Nassti se
ukazuje, zZe ve atSin¢ praktickych pipadi je mozné soustavurgvést na tzv.
normalnitvar.
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kanonicky tvar

Definice (normalni soustava).
Soustavu diferencialnich rovnic prvnitadu

nazyvamenormalni

Pievod rovnice vySSihdadu na normalni soustavu.

Uvazujme diferencidlni rovnicin-tého fadu typu y™ = f(x vy, y,.... y"™).
Zavedenim novych funkci(n-1) rovnicemi y, =y, y,=y, =Yy, ..
Vor =Yoo= ¥ se vychozi rovnicen-téhoradu pro jednu funkcly zméni na
tvary, ., = f(X ¥, %, %,-.., Y-, ), & tedy problém jsmefgvedli nareSeni normalni
soustavy

Y=Y
Yi= VY,
Yoz = Yo

yI'1—l = f(x’ y’ y_|_1 %)"'1 ¥—l)
pron funkci y,y,, ..., ¥, -

Prevod obecné soustavy rovnic na normalni soustavu.
Nejprve (je-li to mozné)igvedeme obecnou soustavu na kanonicky tvar

yi(ni) :G (X, Y, X""" Yh‘l) Y )5' yeeny g‘fz) yeeer Y ’ry' ,...,(r)?"_)): )
i=12,..m,

nebo-li vifeSime soustavu vzhledem k nejvySSim derivacim jidpch
neznamych funkcly. . Pak pokraujeme obdob&jako v gredchozi poznamce

zavedenim novych funkci za derivace na pravycmattarovnic.

Definice.
Redenim (integralem) normalni soustawynic rozumime takovy systém funkci

Yi=a(x, ¥,=9,(X, .., ¥, = 9,(X), Ze po dosazeni do soustavy budou
vSechny rovnice identicky spiny v uvaZzovaném oboru.

Poznamka.

Pojem jeSeni soustavy diferencialnich rovnic* je v podstatbecgnim pojmu
.reseni (jedné) diferencialni rovnice". Jak uvidimledobna situace nastane i pro
n¢které dalSi pojmy a budou formulovany i obdoba/vnag. nasledujici $ta o
existenci a jednozraostiieSeni.
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Véta (existence a jednoznénostieSeni normalni soustavy).

Nectt je dana normalni soustava rovnic= f (X ¥, %,..., ¥ ), i =1,2,...n a bod
Plah,b...[h]. Nect funkce f, f, ..
proménnych X, ¥, ¥,,...,Y,) vV okoli boduP a maji vm spojité parcialni
derivace podle prodmnych vy,,V,,...,Y,. Pak v u&itém okoli bodua existuje
praw jednoteSeni, které splije pocatecni podminkyy,(a) =, y,(8=b,, ...,

y.(a)=1h,.

f jsou spojité (jako funkcen+1

o lg

Definice.
Obecnym integralem (obecnyiSenim) normalni soustavyazyvame systém
funkci

Y% =4,(xC.C,....G)

takovy, Ze vhodnou volbou konsta€}, C,, ..., C, lze obdrzeteSeni soustavy,
odpovidajici libovolnym pgatenim podminkam z @ité (n+1)-rozmemé
oblastiQ .

Poznamka.

Analogie mezi zavedenymi pojmy pro normalni sougt@diferencialnich rovnic a
pro jednu diferenciélni rovnici vysSihiddu (rozeSenou vzhledem k nejvyssi
derivaci) je evidentni.

Priklad. N
Prevelte rovnici tetiho fadu y" —2xy' +3,/ y—1- ¥ = cos 2 na ekvivalentni |A
normalni soustavu diferencialnich rovnic.

AR

Reseni.

ProtoZe normalni soustava je prvnifdu, musime se zbavit vSech vysSich
derivaci. Zavedeme misto nich nové funkge= y, y, =y =y a dosadime do
vychozi rovnice. Obdrzime rovnigi, — 2xy, + 3,/ y,—1— ¥ = cos 2x.

Upravou nakonec obdrzime soustavu

Y =M%
Y=Y,
Y, =2xy,— 3,/ y,—1+ ¥ + cos

coz je pozadovana normalni soustavadvnic pro ti funkce vy, vy,, VY,.
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Shrnuti kapitoly:
Obecnou soustavou ofsjnych diferencialnich rovnic rozumimeity pocet
rovnic, ve kterych kromnezavisle prognneé x vystupuji prvni i vyssi derivace

~ sy

neznamych funkcly, (x) . Raddem soustavy jd nejvyssi itomné derivace.

V praxi je p@&et neznamych funkci zpravidla roventporovnic. Navic byvaji
splrény podminky, které umaitiji prevod obecné soustavy na tzv. normalni
soustavu diferencialnich rovnic, ktera je teorstichrakticky vyhodwjsi.
Normalni soustavou obgjnych diferencialnich rovnic rozumime soustawvu

rovnic prvnihotadu tvaruy = f (X ¥, %,.., %), i =1,2,...0n.
Pro normalni soustavu definujeme pojiegeni, pdateini podminky, obecné

feSeni obdobhjako u diferencialni rovnice vysSitiadu. Plati také obdobnéta
0 existenci a jednozfnostifeSeni.

Otazky:
¢ Definujte obecn soustavu ohsejnych diferencialnich rovnic a jegd

e Jak vypada tzv. normalni soustava &gjgych diferencialnich rovnic? Jakého

jefadu?

e Vyswétlete pojenteSeni (integral) a obecteseni (integral) normalni
soustavy diferencialnich rovnic.

e Jak vypadaji ptateini podminky pro normalni diferencialni rovnici?

e Jak je to s existenci a jednoZnastiteSeni normalni soustavy at@nych
diferencialnich rovnic?

Privodce studiem.

Touto teoretickou kapitolou jste zaha4jil(a) poslédn nejkratSicast
tohoto modulu, ¥novanou obecnym soustavam diferencialn
rovnic.

Hodné pojmiz z této oblasti je vytw@no analogicky k pojim, které
jiz znate z pedchozich kapitol. V tom je tato latka jednodusslie

na druhé stradg povrchni uplat@ni uvedenych analogii #Ze veést

k chybnym zadrum.

V pristi kapitole se za#¥ime na soustavy linearnich diferencialni
rovnic, ale stale pouze teoreticky. Vypp budou az v upl&
posledni kapitole, &nhované soustavam linearnich diferencialni
rovnic s konstantnimi koeficienty. Vydrzte, ciljseblizi!

fch

ch




C2. Normalni soustava linearnich diferencialnickrmiz

53

C2. NORMALNI SOUSTAV A LINEARNICH
DIFERENCIALNICH ROVNIC

V této kapitole se dozvite:

» jak vypada homogenni a nehomogenni normalni scausitaearnich
diferencialnich rovnic;

» jak definujeme fundamentalni systém této soustavy;

* jak pomoci fundamentélniho systému konstruujemermdi@Seni homogenni
normalni soustavy linearnich diferencialnich roynic

* jaky tvar ma obecni&seni nehomogenni normalni soustavy linearnich
diferenciélnich rovnic &etre nalezeni partikularnihieSeni metodou variace
konstant.

Budete schopni:

» reprodukovat zakladni teoretické poznatky ohéei@deni homogenni a
nehomogenni normalni soustavy linearnich diferémicié rovnic.

Kli ¢ova slova této kapitoly:

normalni soustava linearnich diferencialnich rovnicomogenni a
nehomogenni, fundamentalni systém normalni soustémgarnich rovnic,
konstrukce obecnéh@#eSeni homogenni a nehomogenni normalni soustavy
lineérnich rovnic, metoda variace konstant..

Cas pottebny k prostudovani wiva kapitoly:
0,75 + 0,0 hodiny (teorie #3eni uloh)

Definice.
Normalni soustava linearnich diferencialnich rovmé tvar

Vi=a,() y+a (R wt+tal ¥yt { X

vektorow

.‘n()g Y fl(X)
a( ]V 4 f,(%) = ALY+

) Lau09 au(d - a,0)ln) Laly

a
a

<
1]
1

kde veltiny a, (X) a f;(x), kde j,k =1,2,...n jsou libovoné (reainé) funkce.

Pokud jsou vSechny funkce‘j(x) nulové  =0), jednd se ohomogenni
soustavu, jinak jde o soustamahomogenni




54

C. Soustavy olggjnych diferencialnich rovnic

Definice.
Nech’ je danon feSeni homogenni soustavy, kterézeme pehledr oznait

V(%) "% (¥ “v( Y [ w "V
fundamentalr Vi(X), %X, ..., " ¥(X, 2| )
SYStEm SoUStaVYy e, cvektorow | 72| 7?1,...] %[

"Yo(¥), "% (%, o "y 1y 2y y

Uvedenou mnozinufeSeni nazvemefundamentalnim systémerhomogenni
soustavy v intervall, je-li funkcionalni determinant

v intervalul razny od nuly.

Poznamka.

a) Receno slove, jednotlivaieSeni (jakon-rozmérné vektory) musi byt lineagn
nezavisla.

b) Da se dokazat, ze determindh(x) je vl bud’ stale roven nule, nebo stale od
nuly razny, proto st&i vycislit jej v jediném boé.

Véta (obecnéreSeni homogenni soustavy linearnich rovnic).
Je-li znam fundamentalni systé{rhyj} homogenni soustavy , pak obede8eni

této soustavy ma tvar

Y, =Cly+ Clyt..+ Gy,

Yo =Gyt Gl y .t Gy,

vektorow
Vi Vi "W
"y=C, Ve +C, Rt +..+ G, R
Y, Y "Y,
Poznamka.

Na vektorovém tvaru lze witl Ze obecnéieSeni je linearni kombinaci
jednotlivych feSeni fundamentalniho systému, podofako tomu bylo v teorii
feSeni linearni diferencialni rovnice vyssfadu.
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Véta (obecnéreSeni nehomogenni normalni soustavy linearnich roig).
Necht je dan fundamentélni systér{f‘yj} homogenni soustavy, fiplusné
k nehomogenni soustav Obecny integral nehomogenni soustavy ma tvar

Vi =Gyt Pyt Gyt Py,

Y. =Cly,t Gl y .+ Gyt Py,

vektorow
Vi Yy BANES"
y=C Y. +C, v +..+ G, Waly] Y ="y + Pyl
AR AR A
kde pyE(pyl, Yy ey "’yn)T je libovolné partikularnfeSeni nehomogenni

soustavy d'y predstavuje obecni@&3eni homogenni soustavy.

Poznamka.

Obdobna ¥ta, Ze obecné&sSeni nehomogenni rovnice je &@m obecnéheeSeni
homogenni rovnice a libovolného partikularniteseni nehomogenni rovnice,
plati i pro obecnéeSeni nehomogenni linearni diferencialni rovnicgilyoradu.

. , v , T . 0
Partikularni reSeni pyE(pyl, Yy ey pyn) nehomogenni soustavy ideme
urcit metodou variace konstanak o tom hové nasleduijici ¥ta.

Véta (variace konstant).
Je-li znam fundamentalni systél{rfyj} prislusné homogenni soustavy, pak

partikularniteSeni nehomogenni soustavyzeme hledat ve tvaru

variace konstant
............................................... , pro soustav

vektorow
Y, Yy "y,
1 2 n
py:C1(X) Y, +C2(X) Y, + +Q()§ Y, ’
lyn Zyn n yn

tzn. ve tvaru obecnéhieSeni homogenni rovnice, kdévpdni konstanty jsou
nyni funkce prordnneé x.



56

C. Soustavy olggjnych diferencialnich rovnic

nalezeni konsta

Véta.

Funkce C,(x), C,(X, ..., G( X je mozné zvolit tak, aby vyhovovaly soustav

rovnic

ktera je jednoznané feSitelna.

Shrnuti kapitoly:
Kapitola obsahuje zékladni teoretické vysledky miapro normalni soustavig

linearnich diferencialnich rovnic.fiPpouziti vektorového zapisu jsou ziskgné

zawry obdobné jako v teorfieSeni linearni diferencialni rovnice vysstadu.
Normalni soustavy linearnich diferencialnich roviiime podle tvaru prav
strany na homogenni a nehomogenni.

Fundamentélnim systémem rozumimeinearré nezavislychreSeni homogenr
soustavy. O linearni nezavislosti mnozimy feSeni se lze ips\wdcit pomoci
hodnoty determinantu, jehoZ sloupceifjjednotlivareSeni.

Obecné feSeni homogenni soustavy ma tvar linearni kombin&éegeni
z fundamentalniho systému, kde koeficienty linedmibinace jsou nezavis
parametry, zvané konstanty.

ObecnéfeSeni nehomogenni soustavy ma tvarceoobecnéhdeseni pislusné
homogenni soustavy a libovolného (partikularnite®eni nehomogenni soustav
PartikularniteSeni nehomogenni soustavy Ize hledat metodouceakianstant ve
tvaru shodném s obecnyifeSenim homogenni soustavy, kde konstanty

nahrazeny (zatim neznamymi) funkcemi. K nalezewhto funkci je mozng

pouzit fredem pipravenou soustavu algebraickych linearnich roymic jejich
prvni derivace.

11°A)

—

é

V.

Sou

174

Otazky:

o Jak vypadé tzv. normalni soustava linearnich difgiggnich rovnicim se
liSi od obecné normalni soustavy diferencialnicmic?

e Definujte fundamentalni systém normalni soustavinearnich rovnic. Jak
rozpozname linearni nezavislost systémijejichieseni?

e Jak pomoci fundamentalniho systému sestrojime @¥eseni (integral)
normalni soustavy linearnich rovnic?

» Vjaké forme |ze hledat obecnié&Seni nehomogenni rovnice?

» Jak metodou variace konstant nalezneme partikuiégeni nehomogenni
rovnice?

Prauvodce studiem.

Asi Vas jiz ta spousta teorie zmaha, alérim, Ze Vam hodn
pomahda jiz zmi#na analogie s‘eSenim linearnich diferencialnic
rovnic vySSihorfadu. V nasledujici, jiz posledni (slaval) kapitcde

h

kone’ne zase trochu zapotate.
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C3. NORMALNI SOUSTAVA LINEARNICH
DIFERENCIALNICH ROVNIC
S KONSTANTNIMI KOEFICIENTY

V této kapitole se dozvite:

» jak vypada homogenni a nehomogenni normalni scausitaearnich
diferencialnich rovnic s konstantnimi koeficienty;

e piesny postup, jak nalézt fundamentélni systém taistavy.

Budete schopni:

» vyieSit homogenni a nehomogenni normalni soustavarhieh
diferencialnich rovnic s konstantnimi koeficienty.

Kli ¢ova slova této kapitoly:

normalni soustava linearnich diferencialnich rovnig konstantnimi koeficienty,
fundamentalni systém.

Cas pottebny k prostudovani wiva kapitoly:
0,75 + 2,0 hodiny (teorie #3eni uloh)

Poznamka.

Protoze linearni diferencialni rovnice s konstaminkoeficienty je specialnim
piipadem obecné linearni diferencialni rovnice, platd soustavy linearnich
diferencialnich rovnic s konstantnimi koeficientgeehny vysledky uvedené
v predchozi kapitole.

Definice.
Normalni soustava linearnich diferencialnich rovrikonstantnimi koeficienty
ma tvar

Yi=a, it a, Yttt g Yt ()

vektorows

!
Y1 a;,; a5 ... 4y Yi fl( )9
' Y, ay; 8y ... Ay Y,

<
n
1
+
PN
X
nn
>
l
+
=

Vo) \ay a, o a,) iy Lf(%

kde velginy a,, jk=12..n, jsou libovolna (redlna)isla a f,(x),
j=1,2,...n jsou libovoné (re&né) funkce. Pokud jsou v3echumykce f, (x)

nulové (f =0), jedna se ohomogenni soustavu, jinak jde o soustavu
nehomogenni
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Metoda nalezeni fundamentalniho systému.
PredpokladaméeSeni homogenni soustavy ve tvaru

K,
Y. = kle’]x’ y, = kze’]x, BRYA quflx’ Vektorow y = K, @

k,

Po dosazeni do homogenni soustavy a @dagtaneme algebraickou soustavu
rovnic pron neznamych konstark , k,, ..., k, s parametremi

(a,=A)k+a,k+.+a k=0
a,k +(8,=A) kt+..+ 2, k=0

ayk + g,k +..+(8,-4) k=0

(1)

ktera ma netrivialni (nenulovégsSeni pra¥ tehdy je-li jeji determinant

harakteristick B B B
charakteristicki
) Ly, = A, ..,
rovnice %1 8oz % -0,
By By s By~ A
Ziskana rovnice je algebraickou rovnigi-tého stupd pro neznamouAa
nazyvame jcharakteristickou rovnicsoustavy.
Jednoduché kdeny charakteristické rovnice.
Neclt' méa charakteristicka rovnice koreni navzajemiznych A, A,, ..., A,.
Kazdy z €chto kdeni A; dosadime do soustavy (1) a jejfesenim obdrzime
konstant 'k, 'k,, ..., '’k , urenych az na libovolny nasobek. Fundamentalni
systém homogenni soustavy pak vypada takto:
fundamentalr Yy =ker ty=tke, L, Ty="Tke,
svster

vektorow
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Nasobné kdreny charakteristické rovnice.
Je-li rejaky karen A charakteristické rovnice-nasobny, pak musim#eSeni,
piisluSejici tomuto kienu, hledat v obegjsim tvaru

Y, ="R(X €y, ="R (X €, ..., Y, ="B(X) €%,

n

vektorow

kde symboly'P, predstavuji polynomy nejvysér —1)-ho stupi. Koeficienty

téchto polynoni vypotteme metodou netitych koeficieni po dosazeni
predpokladanéhteSeni do vychozi homogenni soustavy.

Komplexni koFeny charakteristické rovnice.
| kdyz jsou koeficientya, realne, mohou se memsSenimi vyskytnout dvojice

komplexre sdruzenych kini, a to i vicenasobnych. Pa&kSeni, ziskana podle
piedchozi teorie, jsou také komplexni. Jestlize pojamde pouze realnfesSeni,
musime z nalezenych komplexnideSeni sestrojit realn&esSeni jako jejich
vhodné linearni kombinace.

Konstrukce obecnéhareSeni.

Zname-li fundamentalni systém normalni soustavy edlinich rovnic
s konstantnimi koeficienty, iieme podle vysledk predchozi kapitoly nalézt
obecné teSeni homogenni soustavy (jako linearni kombina@Seni
fundamentalniho systému) a je-li soustava nehomigéské partikularnfeSeni
nehomogenni soustavy (metodou variace konstang]i alpecnéreSeni (sotet
obecnéhoteSeni homogenni soustavy a partikularniedeni nehomogenni
soustavy).

Poznamka.

Soustavy linearnich diferencialnich rovnic (homageh i nehomogennich) se

castoresi tak, Ze sefpvedou na jednu lineamni rovnici-téhofadu pro jednu nrakiicka metod:
neznamou funkci. Postupuje sié fom tak, ze se z tité rovnice soustavy vyj&d ;ezen

urtita (neznama) funkce pomoci ostatnich funkci (acobe jejich derivaci) a

dosadi do zbylych rovnic soustavy. Tim se sniZepoovnic a neznamych funkci

o jednu, ovSem se ségasnym zvysenimadu soustavy (nejvysSi derivace) o jednu.

Tento postup se opakuje, dokud nezbude pouze fedikae a jedna rovnice. Ta

se vyeSi a zptnym postupem se naleznou i ostatni neznamé funkce.
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Shrnuti kapitoly:

Normalni soustava linearnich diferencialnich rowlonstantnimi koeficienty je
specialnim fipadem normalni soustavy obecnych linearnich dife@énich
rovnic, probirané vigdchozi kapitole.

Pro normalni soustavu linearnich diferenciélniomro s konstantnimi
koeficienty existuje fesny postup nalezeni fundamentalniho systéemu. Tento
postup jetasté&n¢ analogicky hledani fundamentalniho systému preglini
diferencialni rovnici vyssSih#adu. Redpoklada se exponenciaiegeni a pro
neznamy exponent je zformulovana charakteristiokaice. DalSi kroky zalezi
na tom, zda ma charakteristicka rovnice jednoduni® nasobné, resp. reélné
nebo komplexni kieeny. Vyhodné je zde pouziti vektorového zapisiyppaci sn-
ticemi funkci.

Ze znalosti fundamentalniho systému je nakonec soarzaklad vysledki
piedchozi kapitoly sestavit obecteSeni vychozi soustavy rovnic.

P4
AN

Otazky:

e Jak vypada normalni soustava linearnich difereni@glrovnic s konstantnimi
koeficienty?Cim se li$i od normalni soustavy obecnych linearnich
diferencialnich rovnic?

e Jakym postupem nalezneme fundamentalni systém frarec@istavy
linearnich rovnic s konstantnimi koeficienty? Jakgr ma chrakteristicka
rovnice? Jaké varianty postupu mohou nastat vzhiddieSeni
charakteristické rovnice?

e Jak pomoci fundamentélniho systému sestrojime @¥edeni (integral)
vychozi soustavy?

Priklad.
Reste soustavu linearnich diferencialnich rovniosskantnimi koeficienty
Kiy=d
dt
1)
dx dy
—-——=3Xx+Yy
dt dt

Reseni.
Jedna se o soustavu dvou linearnich diferencialmimimic prvniho fadu
s konstantnimi koeficienty pro dweznamé funkcex(t), y(t), a to diky¢lenu

€ na pravé stran prvni rovnice soustavu nehomogenni. V dal$im budem
" - . dx_ . dy_. . - : .
pouzivat zapisu denvac%Y =X, o =y, neba i toto zn&eni je v praxi porrne

casté, zejména tehdy, je-li nezavisla péomé oznaenat.

1. ReSeni frevodem na normalni soustavu diferencialnich rovnic.

Prevést soustavu (1) na normalni tvar znamert@Siyji jako soustavu linearnich
rovnic pro neznamé, y. Dostaneme

ot e (5 )
y=-3x-2y y -3 -2)\y 0
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Charakteristicka rovnicsoustavy ma tvar
0-4 -1
t =(-A)(-2-2)-(-)(-3=
de[_3 _Hj (-A)(-2-1)-(-(-3=¢

coz je kvadraticka rovnice, jejiz teny jsoud, =1, A, =-3. Protoze se jedna o

dva fizné a realné keny, je realnfundamentalni systésoustavy tvien déma
dvojicemi funkci

(le_ klxé _(klxjt (XZJ_ k2xe_3t _(kZXJ —3t

= = €, = | e.

yl klyé k1y y2 kae k2y

Hodnoty zatim neznamych konstant dostaneme postupdgsazenim obou
dvojic funkci do homogenni soustavy. Po provedewhipgh derivaci na levé

strarg, vykraceni rovnic exponencialninilenem a jednoduchych udpravach
obdrzime d¥ soustavy linearnich rovnic

-1 -1 3 -1\k
klx :O, 2% :O,
-3 -3)l k, -3 1)\ k,
které nejsou (a nemaji byt) jednozn& reSitelné. Zvolime si vyhodn
k, =k, =1 a dostanemek,, =-1, k, =3. ObecnéereSeni homogenni soustavy

ma tudiz tvar

X\ _ (% %)_ (1 1) 5 _( Ce+Ce”
(yhj_c{yjm{yzj_ Cl(-ljé” Q[fﬂ] ° _(—Clé+3Qe‘3‘j'

Nyni musime najit partikularni integral nehomogersaustavy. PouzZijeme
metodu variace konstantideipokladame partikularieSeni ve tvaru obdobném
obecnémureSeni (homogenni soustavy, kde alecigyi C,, C, pokladame za

zatim neznamé funkce prémeét :

X X, X, C(t)é+C(1)e*
o2 el 2) S0 sle )
Yo Vi Y, C,(t)e+3G () e
Dosazenim do nehomogenni soustavy obdrzime pro gerivace funkciC,, C,
soustavu linearnich rovnic

c‘l(xl}cz(xzj:(ej, nebo-li C:€ T GE =€
Y, y,) o ~C,é +3G,6* =0
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Resenim této soustavy (faCramerovym pravidlem) ziskame hodncﬁy:;
v _1 g
C, =Ze , odkud

Cl=jzdt=§:t, C, :jflle4tdt:1_l(5e4t'

Integrani konstanty fi integraci volime rovny nule (stanam jakékolivieSeni).
Dosazenim vysledku doigdpoklddaného tvaru partikularnibeSeni po UGpray

obdrzime
X\ _( 3t+4 ),
=, L€
Yo AT

ObecnéteSeni nehomogenni soustavy je &sem obecnéhdeSeni homogenni
soustavy a partikularnin@Seni nehomogenni soustavy:

3 1
GG a3 ol e (505
y yh yp -1 3 _%t+1_36
3t+L
— (_4§t++16i+_ccl: jet + g (;j e—3t'
4 16 1

Na zaér zavedeme novou konstan@j +;: misto konstantyC,, ale ponechame
pavodni oznaeni C , ¢imz dostanemeiphledijSi vyjadeni

X\_[ $t+C e + ! e = (%t+cl)é+gé3t
L) T tes-c ) "5 8)® T(rgtr-c)evage )

2. ReSeni frevodem na diferencidlni rovnici vy$sihdadu.
VyuZijeme giznivého tvaru prvni rovnice, ze které jednodug@dayme funkciy
pomoci prvni derivace funkce a prongnnét takto:

y=-X+¢€.(2)

Vysledek dosadime do druhé rovnice soustavy. Peepgeni derivace na levé
straré a jednoduché Uprawbdrzime nehomogenni linearni diferencialni rovnic
druhéhoradu s konstantnimi koeficienty pro neznamou funkci

X+ 2X—3x= 3¢€.

Tuto diferenciélni rovnici jiz umimeesit. RisluSna charakteristicka rovnice ma
tvar A>+24 - 3= 0, cozZ je rovnice ekvivalentni charakteristické riovaiskané v
prvni metod. Jeji kdeny jsoud, =1, A, =-3.
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Obecné&eseni homogenni rovnice tudiz je
% =Ceé+Ge.

PartikularniteSeni nizeme hledat ve tvarx, = a,teé (specialni prava strana,
koren charakteristické rovnice 1) a snadno nalezneme

§w.
4

Xp=

ObecnéeSeni nehomogenni rovnigesowtem

X=%+%x=Ge+ (;é3t+§ te=(2 + Q '« £B.

Dosazenim vysledku do vyjéehi (2) dostaneme pro druhou neznamou funkci

y=(-3t+i-G)é+3G e,

Je Zejmé, Ze vysledek je stejny jako vysledek prvnibstppu.

Uloha C3.1.
Reste soustavu linearnich diferencialnich rovniosskantnimi koeficienty.

X+X—y=€  5Xx-2y+4x-y=¢€  Xx+3x+y=0

a) e Y RN Y x(0)=1, y(0 =1
y-x+y=é  x+8x-3y=5¢" y-x+y=0
X=y X—4x+4x-y=0

d e :
) y = X+ 2sinht ) y+4y+4y- 25x= 16

Navod.

Hyperbolicky sinus a kosinussinht :%(et - e‘t) , cosht :%(et + e‘t) :

Privodce studiem.
Blahopeji! Prave |jste dokowil(a) pomérnée narocny modul

aplikované matematiky. Jigtto pro Vas nebylo jednoduché, ale
ziskané poznatky a schopnosti se Vam v praxi budite hodit.
Nyni uz jen viyeSte zbyvajici korespondémi Ukoly a odeSlete |
tutorovi.

U

Korespondenéni ukol k ¢asti C.
Vytvoite si vlastni normalni soustavu linearnich difer&néch rovnic, pokud

mozno netrivialni, a tu podrobrvyieSte. Mizete napp pouZzit kkterou soustavu
z tlohy C3.1., kterou si mi¢érupravite.
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RESENIi ULOH

Al. Zakladni pojmy.

Al.la) Dosazenim y=Cx-C a y =C do vychozi rovnice obdrzime

Cx-C*=xC- C| oz je zjevnt identita platna v celém realném oboru a p

libovolné C. ProtoZzefeSeni obsahuje préyednu volitelnou konstantu a vychozi
diferencialni rovnice je prvnihiddu, musi jit nutho jeji obecnéesSeni.

Al.1b) Z podminky y(1)=-2 plyne -2=C[1-C?, nebo-li C*~C-2=0.
Resenim vzniklé kvadratické rovnice =2 nebo C=-1, odkud y =2x-4
nebo y=-x-1. Vznikla dvojzné&nost je ovSem mozna, nabwychozi rovnice

neni ve tvaru raeSeném vzhledem k nejvysSi derivaci.
Al.1c) Ano, protoZe vyhovuje vychozi rovnici a jeji tvaeodpovida obecnému

- x>, X X _ X (sz_x2 X X L=P)
4

Al.1d) Jedna se o soustaviimek, jejiz obalkou je parabola.

A2. Diferencialni rovnice se separovanymi prominnymi.

~

A2.1a) y=Cx,y=-2x; A2.1b) xy=C,xy=-1;

1 L1
A2.1c) y=Ce,y=2¢: A2.1d) y=Ce,y=e *:
— Jx _ X=2 . 1 1_ — .
A2.1e)y=Ce*, y= d2: A2.1f) =+==C, y=-x;
Xy

CxX C-x
A2.1f) 2y=———-1: A2.1 = )
) 2y T x) 9)y T+ Cx




66

Obyejné diferencialni rovnice

A3. Homogenni diferencialni rovnice.

X

A3.1a) y- x= Ce*; A3.1b) x> = y* = Cx, X’ =y’ = —X;

Y . _ _ X .
A3.1c)sinZ+Inx=C; A3.1d) y= , y=- ;
) X )y C-Inx y 1+Inx

Y
A3.1e) y* = Cxe*; A3.1f) \/Q:Ing,\/gzl—lnx.
X x '\ x

A4. Linearni diferencialni rovnice prvniho ¥adu.

A4.1a)y=C_e _A4'1a)y:C—COSZ(' =1—c052<_
2X 2.C0SX 2.C0sX

2 )

x—l+ C x-1
3 J2x+1 3

A4.1c) y=In X+E,y: In x—i ;A4.1d) y=
X 2X

Ad.le) y = x[ig x+ ¢ +1, y=xlg x- +1;
COSX

2cosx

A4.1f) y=2(sinx— 1)+ Ces™, y=2(sinx— 1)+ & ™,
A5. Exaktni diferencialni rovnice.
A5.1a) 4x* + y* = Cx; A5.1b) x’¢’ - y= C; A5.1c) y+ xe” = C;

A5.1d) x*cos’ y+ y*= C; A5.1le) m=cosy, x*sin y+% cosy = C;

A5.1f) m:%, y>=CxX+ X.
X

A6. Diferencialni rovnice prvniho ¥adu nerozireSené vzhledem

k derivaci.
(x+C)° ?
4

A6.la) y=1+ , Sing. y=1; A6.1b) y=Cx- C, sing. y=XZ;

2

AB6.1c) y=Cx-+1+ C ,sing.x*+ y* =1; A6.1d) y = Cx+%, sing. y=:—23 X

Ab.le) y = (C"'\/ x+1)2 sing. y=0; A6.1f) Cy=(x- C)° ,sing. y=0, y = —4x
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B1l. Jednoduché diferencialni rovnice vySSihé#adu.

Bl.la) y=-cos2x+ Cx+ C, y=1-cos X;

8 C 8
Bl.lb)y=— VX +=2 ¥+ C x+ G, y=—/X — X +1.
)Y 105 2 e Gy 105

Bl.2a)2a) y = C sin x— x—% sin2x+ C;
B1.2b)2b) y=Cx(In x-1)+ G,.

B3. Homogenni linearni diferencialni rovnice s konwsantnimi
koeficienty.

B3.1a)la) y=Cé€ + G & B3.1b)1b) y=(C + C, X &*;

B3.1c) y=C € + C é”; B3.1d) y=C cos 2+ C, sin 2;

B3.1e)y=C, +C,e”;B3.1f) y=C &+ G *;B3.1g) y=C& +( G+ G ) &;
B3.1f) y=Cle2X+( Geosy 3% G sin/_3>) €; B3.19) y:(q+gx+ Q)%) e,
B3.1h) y=C€*+ C €+ Gcos2% Csin2;

B3.1i) y=Cé€&cosx+t Gésinx C€& cosx C¢€ sin.

B4. Nehomogenni linedrni diferencialni rovnice s kostantnimi
koeficienty.

B4.1a) y=C€* +( G- ¥ & B4.1b) y=Ce>*+ gé3X+% g+ Xe*;
B4.1c) y=C €+ C€*-2 X-3B4.1d) y=C €&’ + C &’ - %,

B4.le)y= e‘x’z(qusg—ZX+ G sin%xj— 6cos X+ 8sins;

B4.1f) y=C € + G éH%(ScosSx— sin3;

B4.1g) y=Ce%+ Qéﬁx—( x2) &
B4.1h)1h) y=C +Cx+( G+ ¥ &+ %-3 %

B4.1i) 1i) y:qéx+(g—§j €%+ Gcos3x% Gsin3;

B4.1)) y=(q—§j0032x+(g+% Insin 2() sin 2;

X% In x

B4.1k) 1k) y=(C,~In x+ G, ¥ &; B4.1l) y:(— +§+q+ng e,



Obyejné diferencialni rovnice

C3. Normalni soustava linearnich diferencialnich renic
s konstantnimi koeficienty.

x=C+Ce*+é&

y=G-Ce™+ ¢

x=Cé+Ce*+2¢&

y=3Cé+2C e* +38’

x=(Gt+C,) e* x=(-2t+1)e*

y=(-Gt-G-G) e y=(2t+e* '

x=Cé+ Cé€'+ tosht .

y=Cé - Gé' + sinh t coshf

C3.1a)
C3.1b)
C3.1c)

C3.1d)

x=C€+Cé*+ Ccost Csint &

C3.1 :
e)y=Cl€t+25C2e"3t—4C;costlr( 4G+ 3C) sint
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POZNAMKY



