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UvobD

Tento modul je uren gedevSim studedin prvnich nebo druhych &nika
piirodowdeckych a titelskych nematematickych ohiojako sowést zakladniho

kurzu aplikované matematiky.réipoklada znalost itdosSkolské matematiky a

zakladi diferencialniho pétu jedné realné proénné.
Uvadiny potebnycas studia modulu a jednotlivych kapitol felia chapat

jako ¢as minimalni, pdtbny pro pé&livé procteni a pochopeni probirané teorie a

hladké vyeSeni uloh. Pokud neni matematika VaSim &arh, asi budete
potrebovatcas delSi. Redpokladam, Ze v nejhorSintipad se nmiZze jednat asi 0
dvojnasobnytas, jinak pravépodobrg nemate nutné vstupnédomosti, uvedené
vySe.

Po prostudovani modulu budete znéat:

» definici skalarniho a vektorového pole;

» definici a vlastnosti operatoru gradient;

» definici a vlastnosti operatoru divergence;

» definici a vlastnosti operatoru rotace;

» definici a vlastnosti Laplaceova oparatoru;

» definici symbolického nabla operatoru;

» vyjadreni zakladnich diferencialnich operditmomoci nabla operatoru;
» definici hladiny skalarniho pole a vektorosdry vektorového pole;

» klasifikaci vektorovych poli na virova a nevirozéidlova a ne#idlova;

Mriviw s

Budete schopni:

e aplikovat operatory gradientu, divergence, rotackaplacdéyv operator na
zadana skalarni nebo vektorova pole;
» klasifikovat vektorova pole.

Ziskate:

» solidni gehled problematiky diferencialnich operditodostatény pro &tSinu
praktickych aplikaci;

» predstavu o matematicko-fyzikalnim vyznamu jednotlivpperatat;

e potiebnou vypdetni rutinu, kterd& Vam umoZzni efektivn pouzivat
diferencialni operatory ve Vasi specializaci.

Cas potrebny k prostudovani wiva predmétu:
8 + 14 hodin (teorie #¥eSeni uloh)

Privodce studiem.

Specifikem matematického textu jsou poznamky. Rrpgsiechapejte je jakoioo
podradného. Naopakiasto jsou v poznamkach uvedeny velriliedité \&ci, které
nedilre dophuji definice, ¥ty a dikazy a které objaslji jejich (el a motivaci.
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1. SKALARNI A VEKTOROVE POLE

V této kapitole se dozvite:
e co je to skalarni a vektorové pole;

e co rozumime hladinou skalarniho pole a vektorov@auou
(silo¢arou) vektorového pole;

- jak lze derivovat vektorové pole podle prémé (parametru).

Budete schopni:
+ derivovat vektorové pole podle libovolné prémmé.

Kli ¢ova slova této kapitoly: é}

skalarni pole, vektorové pole, hladina skalarnihole, vektorova
¢ara (silo¢ara) vektorového pole, derivace vektorového poldaf®
proménné (parametru)

Cas potfebny k prostudovani wiva kapitoly:
0,5 + 1,5 hodiny (teorie ¥eSeni uloh)

Definice.
Funkciu=u(x Yy, 2 tfi proménnych — kartézskych stadnic x, y, z, definovanou

v urtité oblasti Q, nazyvameskalarnim polem Plochy u=konst jsou tzv.
hladinytohoto pole.

Poznérpka.
a) Casto je pouzivan kratSi zapis= u(t) s pouzitim polohového vektoru
r=(xy.2). polohovy vektc
b) Skalarni pole tedy i¥azuje kazdému bodu oblasf2 uritou ¢iselnou
hodnotu (skalar).

Definice.
Funkci a=a(x Y, 2 tii proménnych — kartézskych seéadnicx, y, z,definovanou

V urcité oblastiQ, nazyvamevektorovym polem

Poznamka.

a) | zde je ovSem mozny kratSi zapiiss a(t) s pouZzitim polohového vektoru
r=(xv.2).

b) Vektorové pole, na rozdil od pole skalarnihtifgzuje kazdému bodu oblasti
Q urity vektor.



6 Diferencialni operatory vektorové analyzy
c) Kiivka, pro kterou plati, Ze &8a k ni v kazdém jejim b&dma sndr vektoru
vektorovacara, vektorového polea vtomto bod, se nazyvavektorovoucarou nebo také
silocara silocarou uvedeného vektorového pole.

dulezité vzorce

d) Vektorové pole je mozno chapat v SirSim smyslu jalkeitorovou funkci
libovolného pétu promeénnych. Krong uvedenéhoifijpadu se v praxi pouziva
zejména vektorové polé = a(t) jedné prominnét, kde pronénnat miva
vétSinou vyznamcasu nebo délky obloukutikky (pak se zn& s). V praxi
¢asto pouzivame pole jedné préimé, vzniklé z polert promennych tim, Ze
jednotlivé promdnné x, y, z jsou funkci téhoz parametru, rfap

A9=3(X9 Y} €}

e) Pro &tSi strienost se B2r¢ hovai o vektorua(r), resp. skalarw(r). To si
ovSem niizeme dovolit pouze tehdy, je-li z kontexttepmé, zda se nam jedna
o celé pole (tj. funkci), nebo o hodnotu v konkfétrbodt (daném polohovym
vektoremr).

Podobg, jako byly zavedeny derivace (aigyné i parcialni) u skalarnich funkci
(poli), mizeme zavést derivace vektorovych poli. Provedemegpro vektorové
pole jedné prorkmné a derivaci prvnihtadu, zobeckni na pole vice proémnych

a vyssirady derivace jefejmé.

Definice.
Derivaci vektoru a = a(t) podle promnné (parametru)rozumime vektor
da(t) . a(t+At)-a(t) _da - da, - day-_ . - .-
a(t)j=—~=lim =—Li+—=2j+—k=ai+a,j+ak.
R T a @l al HTRITE
Poznamka.

a) Derivuji se tedy vSechny slozky vektoru podle tgpammEnné.
b) Dulezitym specialnim fpadem je vektorové polé(s), kdy parametrens je
délka oblouku kivky, kterou opisuje koncovy bod polohového vektaruPak

—

vektor t :% ma jednotkovou délku a nazyva se jednotkownyevektor

uvedené kvky.

Véta.
Pro derivaci sottu, nasobku skalarem, skalarniho &ou a vektorového s@inu
vektorovych poli plati &y analogické ¥tam pro skalarni funkce:

(a+b) =a+B, (k@) = ko, (amb) =2 b+ arb,

Diikaz.
Stai rozepsat jednotlivA vektorova pole na slozky dkapat véty o derivaci
soutu a sodinu funkci.
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Shrnuti kapitoly.

Ve vektorové analyze vystupujiutezité pojmy skalarni a vektoroyv

pole. Skalarni pole iprazuje kazdému bodu &ité, zpravidla
trojrozmérné oblasti ¢islo (skalar). Oproti tomu vektorové po
piitazuje bodm dané oblasti vektor, tzn. usfgdanou n-tici
(zpravidla trojici)¢isel.

Hladinami skalarniho pole rozumime plochy, na kidryje hodnota
tohoto pole stejna. Vektorovymicarami nebo také sik@rami
vektorového pole jsou mySlenyfikky, které v kazdém bof maji
smér vektoru pole v tomto bod

Skalarni i vektorové pole @izeme derivovat podle libovolng

proménné (sotadnice) podle bznych algoritmi pro derivovani

funkci vice promnnych. V gipad® vektorovych poli musime ovSem

provéstn derivaci jednotlivych sloZzek pole.

Otazky.

» Definujte skalarni a vektorové pole.

e Co rozumime hladinou skalarniho pole a co vektano¥drou vektorového
pole?

» Jak derivujeme vektorové pole podle sminiceci parametru?

Priklad.

Vypoctéte derivaci vektorového polg(t) =/t 0 +t>[j +t K podle
parametrut .

Redeni:

Derivujeme kazdou slozku zvias

N
AN

Uloha 1.1.
Vypoctéte derivaci vektorového polé(t) podle parametri:

a) a(t) = (t,t3,t%);

b) a(t) = €2 (t ﬁ,tlz).
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Uloha 1.2.
Vypoctéte rychlost a zrychleni bodu, jehoz pohyb je popsgiorovym polem

r(t):
a) r(t) =(cod ,sirt , 0- pohyb po kruznici v roviaxy;
b) r(t) =(cog ,sirt ,t - pohyb po spiréle, navinuté kolem osy z;

c) r(t) =(t -sint, 1- co$ , 0- pohyb po cykloid v rovir¢ xy;

+cod , sin , g pohyb po kivce zvané traktrix v roviaxy;

d) F(t) :(m

t
ta—
gZ

Navod: Rychlost je dana prvni derivaci polohového vekfodlecasu

dr(t
V= ' E ) , zrychleni druhou derivaci polohového vektoru padisu nebo-li

o : LA (t)
prvni derivaci rychlosti podléasua = e

ar(t)
-

Pruvodce studiem.

Tak prvni, zahivaci kapitolu mate za sebou. Doufam, Ze to pro
Vas zatim bylo snadné, aleipdou tézsi \eci!
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2. GRADIENT

V této kapitole se dozvite:

 jak je definovan diferencialni operator zvany grewl a jaky je
jeho vyznam;

« ¢emuiikame potencialni nebo také konzervativni pole ajsou
to ekvipotencialni plochy;

+ jednoduché matematické vzorce vyhodnéti pvypoctech
gradient;

 jak je definovan tzv. nabla operator a jak se datdeoperator
uplatnit pfi zapisu gradientu.

Budete schopni:
 aplikovat gradient na libovolné skalarni pole.

Kli ¢éova slova této kapitoly:
gradient, potencialové pole, konzervativni pole, veiotencialni é}
plocha, Hamiltoniv operator nabla.

Cas pottebny k prostudovani wiva kapitoly:
0,5 + 2 hodiny (teorie ¥eSeni pikladn)

Definice.
Gradientemskalarniho poleu=u(x Yy, 2se nazyva vektor {psreji vektorovée
pole)

_Ou- Ou- Ou-
gradu=—i+—j+—Kk|,
ox o0y 0z

kde vektoryi , , k jsou jednotkové vektory ve smi osx, y, z

gradient je vektc

Poznamka.

1. Gradient je tedy vektor, jehoz slozkami jsou pdngiderivace skalarniho pole
podle jednotlivych saiadnic. Je tedy definovan pouze v bodech, ve kteryc
existuji vSechnyit parcialni derivace.

2. Nekdy se pro zdrazreni vektorové povahy tohoto operatoru pouziva éena

gradu.

Pripomeneme-li  si  definici  diferencidlu  funkce vice rop¥nnych
du =% dx+% dy+ﬂJ dz, zjistime snadno, Ze plati nasleduji¢iay

0x ay 0z
Véta.

Prirastek di hodnoty skalarniho pole fip posunuti o maly vektor
dr = ok + dyJ + d [k se vypéte jako skalarni sa@in du = grad uld .
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dulezité vzorce

Poznamka

1. Z uvedeného plyne, Zgradient skalarniho pole je v kazdém Bokblmy
k jeho hladig. Dukaz je jednoduchy:u=konst < du=0 =
gradulld=(C - graduld. Totéz se darici tak, ze sildary
potencialniho pole jsou vZdy kolmé k jeho ekvipaiéaam.

2. Z vyjadreni skalarniho sainu grad ullf =| gradu|(J @O cas (a je Uhel

mezi olgma vektory) je #ejmeé, Ze pro konstantni déIHdF| posunutidr

dosahne firastek du skalarniho pole nefSi hodnoty tehdy, je-li vektodr
rovnokézny s gradientem d=0). Gradient ma tedy vkazdém hod
skalarniho polsmer nejwtsiho ristutohoto pole.

Gradient pedstavuje vektorové pole, které bylo zkonstruovamad“ skalarnim
polem u=u(x Yy, 2. Obracen, existuje-li k vektorovému polia(r) takové
skalarni pole u(r), Ze a=gradu, pak vektorové poled(r) nazyvame
potencialnim(konzervativnir skalarni poleu(r) potenciadlema hladiny tohoto
poleekvipotencialnimi plochami (ekvipotencialami)

Véta.
Pro libovolna skalarni pola, v, konstantuk a funkci f (p) plati:

grad(u+v) = gradu+ grad;, grad(k (i) = kCgradu (k je konstanta),
grad(u V) = uOgradv+ v grad., gradf (u) = f'(u) Ogradu.

Diikaz.
Je trivialni, stai aplikovat zakladni &y platné pro derivace skalarnich funkci
(viz priklad 2).

Poznamka.

V uvedené ¥t¢ i dale vcelém textu pouzivAme spojeni libovolpéle”,
Jlibovolna funkce” apod. ve vyznamu ,libovolné seSemi potebnymi
vlastnostmi®, zejména s pebnymi derivacemi.

V praxi se velmi¢asto pouziva jiného zteni gradientu, a to s vyuZzitim tzv.
Hamiltonova operatoru nablénabla operatori.
Tentosymbolickyoperator se ziga [1a zavadi se takto:

O=1i +Ii

0 -0
— +k —|.
ox ~o0dy 0z

Je to vlasta vektor, jehoz slozkami jsosymboly parcialnich derivaci podle
jednotlivych promdnnych. Nekdy se pro zdrazréni vektorové povahy tohoto
operatoru pouziva ozteni [ .

Gradient zapiSeme pomoci nabla operatoru taktal wradu. Formal® se tento
zapis dé&cist jako nasobeni vektorll skalaremu, zapsané v ménobvyklém

poradi.

Kromé gradientu se pomoci nabla operatoru daji wjaddalSi diferencialni
operatory, jak uvidime v dalSich kapitolach.
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Shrnuti kapitoly:

Gradient je diferencialni operator, aplikovatelng skalarni pole
Vysledkem je vektorové pole, jehoz slozkami jsou rgalni
derivace skalarniho pole podle jednotlivych (kakych)
souradnic.

Gradient (jako vektor v witém bod) je kolmy Kk hladir
skalarniho pole prochazejici danym bodem a udavacérs
nejrychlejsiho #istu hodnot pole v tomto b&d Snadno lze pomog
né¢j odhadnout pirastek hodnoty skalarniho polefip dostat&né
malém posunuti.

Vektorové pole, které je gradientem¢jakého skalarniho pole
nazyvame potencialnim nebo také konzervativhim ppleivedené
skalarni pole potencialem a jeho hladiny ekvipoti@hgimi
plochami.

Gradient, stejd jako dalSi diferencialni operatory, lze vyhad
vyjadiit pomoci symbolického operatomabla.

Otazky:
* Definujte matematicky exaktnoperator gradient.
+ Jaky ma gradient vyznam?

+ Jak pomoci gradientu odhadneme&m hodnoty skalarniho pole

pii posunuti o velmi malou vzdalenost?

* Vysvétlete pojmy potencialni pole, potencial, ekvipoté&lai
plocha.

« Jak je definovan Hamiltaiv operator nabla a jak pomocégjn
zapiSeme gradient? Jaka je vyhoda uvedeného zapisu?

Priklad.
Vypoctéte gradient skalarniho pole(t) =|F].

Re3eni.Z definice gradientu plyne nutnost sftat parcialni derivace funkce
u(T) podle jednotlivych saadnic. Nejprve podle profnné x:
ou_0X+y' +7Z _ 1 5(X2+y2+22)_
ox ox 2\/x2+y2+ 72 ax
2X _ X X

:2\/x2+y2+zz _\/x2+ v+ 2 |F|
ou_y

Derivace podle progmnych x a y dopadnou obdolin a_y = |F|

a_:_z
Nl

Vysledek tudiz je:

L _0Ou- du. odu X, ~ N
graqr|—axl+ayj+azk || || ﬁ( |r|(XI +yj+zk) m T .

—_—

N
AN
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Piiklad (sloZit&js).

Vypoctéte gradient polau(r) = . kde &@,b jsou konstantni vektory.

bfr xa)
5 r
ResSeni

Nejprve si rozepiSeme funku(r) tak, aby bylo #ejmé, jak viasté vypada.
Nejprve vektorovy satin: 7 xa = (yag - 2611)7 +( z3~ x3) *j+( Xg- y@ .

Nynizbytek:u(?):%[bx(yag—zay)+ b( zg- xg+ ;( Xar y&]

Z definice gradientu je iejmé, Ze budeme muset gfiat parcialni derivac
funkce u(r) podle jednotlivych prognnychx, y, z Za&neme derivaci podlg.

Spaitejme nejprve d¥velmi uzit&né derivace:
or _ai(ﬂ/x2+y2+ zz): 1 2x:§a

oX 0X

o(1)_ 1lor_ 1x_ X
ax\t) " rZox rZr  r@
Podle vzorce pro derivaci séinu dostaneme:

aL;(Xr) ( j[@b yaz—z@) Q( 23— Xg+ ;( Xar y§]+

1.0
+FG&[bx(yaz—zay)+ h( zg- xg+ ;( Xar y&]
Vypocet prvni derivace na pravé stéajsme jiz provedli, druha derivace
trivialni, protoZed, b jsou konstantni vektory, tj. nezavisi Ray, z. Obdrzime:

MO b (va-za)+ b za- 9+ § xx i+~ pa bf

Nyni je ¢as uvazit, zda vysledek nelze zjednoduSit nebodiiyj& nazorrjsi
podolE. Ukazuje se, Ze mame&dobré moznosti:

1. bx(yaz— z@)+ Q( zg9- x§+ ;( Xgr ygiz [@”xr”
2. (-ba+ba)= —(Bx ?%X (minusx-ova slozka vektorového séinu bx a).

Derivaci podlex mizeme tedy zapsat v kompaktnl’m tvaru
ou(r) _
T— —[ﬂ)[ﬂrxa [@bxa) .
Protoze fivodni vyraz je symetrlckyt\bl promennym X, Y, z(tzn. vSechnyit
promgnné v Bm maji stejné postaveni) derivace podle zbylychmgrmychy,
z dopadnou obdokin jako derivace podl&. Musime ovSem cyklicky zamit
promeEnnéx, y z které se ve vyrazu explicﬁmbjevily
du(F) _ GU(r)

T Eﬂ)[ﬂrxa [be ) , [ﬂ)[ﬂrxa [bea) :
Zbyva uz jen slozit gradlent (je to vektor!)/yse uvedenych slozek. Hieou
prohlidkou ziskanych vyrézjistime, Ze hledany gradient |ze vyjidakto:

bifrxa) . bxa r) . bxz
gradu { )=- [qrs )F_b:a:_ur(z)r_ brx 2,
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Uloha 2.1.
Vypoctéte gradient skalarniho pole(T):
8) u(n)=r-=-

o

1.1,

b) U(r)=|f|2 =7

c) u(r)=alr, kde a@je konstantni vektor (nezavisi mg;

d) u(r) =xyl;

e) u(r)=¢;

f) u(r)=AcosK[¥+0), kdek je konstantni vektorA ad jsou konstanty;
g) u(r)=Acosk r+0), kdex, A adjsou konstanty.

H) u(f) =|axT|, kde dje konstantni vektor.

Uloha 2.2.

Dokazte, Ze pro libovolna skalarni pale v, konstantuk a funkci jedné
proménné f plati:

a) grad(u+v)= gradu+ grad (aditivita);
b) grad(x 1) = x Ogradu (homogenita);
c) grad(ul¥) = ulgradv+ vgrad;

d) gradf (u)= f'(u)Ogradu.

Navod:

Zagnéte vzdy levou stranou. Pokuste se nalézt v obdctenysledcich strukturu
praveé strany.

Pravodce studiem.

problém vypdet derivaci. V tom fipadé doporuwuji zopakovat si
teoreticky zakladni pravidla derivovani. Na jejicprocviceni
budete mit je®t hodre prilezitosti v nasledujicich kapitolach.

Tak co rikate na tuto kapitolku? Teorie je celkem snadné&e |a

vypacty uz mohou dat leckomu zabrat. Je mozné, Ze Véia |d
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3. DIVERGENCE

V této kapitole se dozvite:

 jak je definovan diferencialni operator zvany digence a jaky
je jeho vyznam;

* co jsou to idla a jak je definovanoizdlové a nekidlové pole;
* jednoduché matematické vzorce uZiné p'i vypoctu divergence;
 jak se da divergence zapsat pomoci nabla operatoru.

Budete schopni:
» aplikovat divergenci na libovolné vektorové pole.

KIi ¢ova slova této kapitoly: é}
divergence, gidlové pole, nezidloveé pole, Eidlo.

Cas potrebny k prostudovani wiva kapitoly:
0,5 + 2 hodiny (teorie ¥eSeni pikladi)

Definice.
Divergencivektoru (vektorového pol@(x, Y, z) nazyvame skalar (skalarni pole)

diva:a;al+a;a2+a;a3_
ox dy 0z

Poznamka.

a) Slovre feteno, jedna se o séet i parcialnich derivaci, kde prviien je
derivaci prvni slozky vektorového pole podle prgmonmenné, druhyclen
derivaci druhé slozky podle druhé preimé a teti ¢len derivaci tteti slozky
podle teti prongnné. V kazdém dtanci tudiz index slozky odpovida fiaoli
(indexu) prongnné.

b) Tuto definici Ize snadno zobecnit priigad n proménnych.

c) Na zaklad Gaussovy &ty integralniho p&tu mizeme pro divergenci psat
vyjadieni

s divergence a

diva=lim =8| Gaussova &a
A0 AV

Plocha AS je kladreé orientovana uzaena plocha ohradujici objem AV,
ktery obsahuje zvoleny bod. Hodnota divergencec¢itém bod predstavuje
tok vektoruda z infinitezimélniho objemuAV déleny timto objemem neboli
tok vektorua z jednotkového objemu v daném kod

d) Jednoduchy fyzikalni model. Jestlize vektorové pi(ex, y, 2 charakterizuje
rychlost proudni kapaliny, pak diva v urittm bod& udava objemové

mnoZstvi kapaliny, které vyte z jednotkového objemu za jednotiasu, tzn.
vydatnost tohoto jednotkového objemu jakoztiala kapaliny. Pole, pro které
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plati identicky (tj. v kazdém jeho b&d diva=0 (nag. pole popisujici
. i nestl&itelnou kapalinu), se nazywdezidloveé pole. Do libovolného objemu
zidlove pol ohranteného uzatenou plochou stejné mnozstvi kapaliny vtéka i vgték

dilezité vzorce

Jestlize alespo vjednom bod plati diva#0, pak pole a nazyvame
ziidlovym Zridla se zapornou divergenci s&dy nazyvajinory nebo také

propady
e) Pomoci nabla operatoru Ize zapsat divergenci jgktbslicky skalarni satin
: 0 0 0
dva=| —,—,— ,a,a)=00a.
Véta.

Pro libovolna vektorova polé, b a libovolné skalarni pole plati:

div(é + B) =div a+div b (aditivita divergence),

div(u &) = uldiv a+ agrad v.

Diikaz.
Dukaz uvedenych vzotcje velmi jednoduchy, starozepsat vektory na slozky a
pouzit pravidel pro derivaci séw a sodinu (viz také Ulohu A3.2).

Poznamka.

a) Protoze skalarni soin vektorfi, sowin skalaru a vektoru i séin dvou
skalafi se znai stejre, zavisi interpretace sdmu (nag. v prd® uvedeném
vzorci) na tom, jakého typu jsou jednotlirnitelé. V tom je teba mit jasno!

b) Z druhého vzorce v poslednété snadno plyne pro libovolnou konstanku

vztah div (k (&) = k[div a (homogenitadivergence).

Shrnuti kapitoly:

Divergence je diferencialni operator, aplikovatelma vektorové
pole. Vysledkem je skalarni pole, které je gtam parcialnich
derivaci prvni slozky vektorového pole podle prveouadnice,
druhé slozky vektorového pole podle druhé &minice a iteti slozky
vektorového pole podleré¢ti soxadnice.

Divergence (jeji hodnota v ditém bod) udava tok vektorového
pole z jednotkového objemu v tomto bod Je-li divergence
v néjakém bo@& nenulova, nazyvame tento bodidlem pole. Nkdy
se podrobnji rozliSuje zZidlo (divergence kladna) a norda propad
(divergence zaporna).

Vektorové pole, které ma alespgedno zidlo, nazyvame @dlovym
polem. Jinak se jedna o niddlové pole.

Divergenci vektorového pole lze vyhoénvyjadiit jako skalarni
sowin symbolického operatoru nabla s timto polem.




3. Divergence

Otazky:
 Definujte matematicky exaktnoperator divergence.

« Jaky ma divergence vyznam? Co je toddo, nora, propad?
» Vysvétlete pojmy Zidlové a nekidlové pole.

 Uvedte dva nejpouziva¥jSi zpaisoby oznaeni (zapisu)
divergence.

Piiklad.
Aplikujte operator divergence na vektorové pcﬂef):F=(x, Y, z) (polohovy

AR

vektor).
Re3eni.

Dosadime do defigniho vztahu pro divergen@=r,t. a =X, a,= Yy, a, =

, 4_6a1+6a2+0a3_6x+6y+6_z:1+1+1_ .
oOx 0dy 0z O0x 0y 0z =

(jednotkovy vektor ve simu polohového vektoru).

Reseni.
Opet dosadime za do definice divergence. Vypty derivaci jsou nyni ovsem

s

slozitjSi.

+X

-1
a—aizi(xj:alr‘l or :r’1+x(—1)r’26r optoy2X o1 X

ox  ox\r) ox X dx ror ot
Obdobrg
9a, 1y 93 _1 2
vy r 09z r r
a tedy

" . e . r=x*+y*+ 7
Vsimnéte si, jak bylo pi feSeni vyhod& pouzivano ozngeni :
vypocet se tim velmi zighlednil.

N
AN
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Uloha 3.1.
Aplikujte operator divergence na vektorové paler):
o F T
a) a(r) = =r_02’
b) &(F) =~ =2
"o
v

o _VXT _VXT, . .
e) a(r)=——=—=2, kdeV je konstantni vektor.
r

Uloha 3.2.
DokaZzte, Ze pro libovolné skalarni palea vektorové pole plati:

div(u[®) = uldiv a+ agrad v.

Navod:

Zagénéte derivaci prvni sloZzky pole na levé sttamvnice podle prognné x.
Obdobr¢ dopadnou i derivace druhé, resgetit slozky podley, resp.z. Pokuste

se nalézt v obdrZzenych vysledcich strukturu pranang.

Pravodce studiem.

Tato kapitolka Vas asi moc negkvapila. Jednoducha teorie, ale
pomerné narocné vypaty derivaci. Pokud mate pocit, Zze js
pr/iliS obtizné, nezoufejte. S kazdymresenym pikladem pijde
Vase matematicka zemost rychle nahoru!
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4. ROTACE

V této kapitole se dozvite:

* jak je definovan diferencialni operator zvany ro¢ax jaky je
jeho vyznam;

e cCoO jsou to viry a jak je definovano virové a newiéopole;
 jednoduché matematické&ty vyhodné pro vypoet rotace;
 jak se da rotace zapsat pomoci nabla operatoru.

Budete schopni:
» aplikovat rotaci na libovolné vektorové pole.

Kli ¢ova slova této kapitoly:
rotace, virové pole, nevirové pole, vir. é}

Cas pottebny
0,5 +

k prostudovani Wwiva kapitoly:
2,5 hodiny (teorie ¥eSeni ualoh)

Definice.
Rotacivektorového polei(x, y, 2 nazyvame vektorové pole

rota=| 9% %% T+(0_a1_6_a3jT+ 93 _03¢|
dy 0z dz 0X odx 0V

Poznamka.

a) Sta&i si zapamatovat pouze tvar prvni sloZzky, ostailbiZky dostaneme
cyklickou zam¢nou indexi a prongnnych.

b) Tuto definici neni mozné zobecnit ndgad jiného p&tu prongnnych nezif.

c) Na zaklad Stokesovy dty integralniho p&tu miZzeme pro rotaci psat
vyjadieni

95 aldl rotace a
rot, & = rota| Ccosr = As“mNA—s : Stokesovaédta

PlochaAS je orientovana rovinna plocha obsahujici zvoleog b ohrariena
kladre orientovanou Kvkou Al, Uhel a je Uhel mezi vektorenrota a
normalou k ploSeAS. Vzorec je teba chapat tak, Ze hodndtalmé slozky
divergence K infinitezimalni rovinné ploS&sS (jejiz poloha je ufena jejim
normalovym vektorem) je dana podilem cirkulace wakta po ohraniujici
kiivce Al a velikosti plochyAS. Jinakieceno, smir a orientace vektoruot a
ve zvoleném bo#l odpovidaji smru a orientaci normaly jednotkovée
(dostaténé malé) ploSceAS, jejiz poloha (sklon) maximalizuje cirkulaci

vektoru @ po jeji hrantni kiivce (tj. velkinu cﬁNamf). Velikost vektoru
rota je dana maximalni hodnotou uvedené cirkulace.



20 Diferencialni operatory vektorové analyzy
d) V modelu proudici kapaliny (viz divergence) vektata uréuje snér osy,
kolem které se kapalina v okoli uvazovaného bodii,ota jeho velikost je
virové pole rovna dvojnasobku rychlosti @&@ni (v obloukové nite). Body, ve kterych je

dulezité vzorce

rota # 0, ozn&ujeme jakoviry. Pole, pro které plati identicky (tj. v kazdém
jeho bod) rota =0, se nazyvaevirové polePole, v jehoz alesfiojednom
boct je rota # 0, nazyvamesirovym polem

e) Pomoci nabla operatoru Ize zapsat divergenci jakuobslicky vektorovy

: 0 0 0
sowin rota=| —,— ,— |%(q,a,&)=0x 2.

Véta.
Pro libovolna vektorova polé, b a libovolné skalarni pole plati:

rot(é+ B) = rot @+ rot b (aditivita), rot (uC&) = ultot a- ax grady,

div(ax B) = blfot a- afot b.

Diikaz.
Dukaz vSech uvedenych vzdrge jednoduchy, std rozepsat argumenty na
jednotlivé slozky a pouzit pravidel pro derivacu&n a sodinu (viz tlohu 4.2).

Poznamka.
Z druhého vzorce v poslednété snadno plyne pro libovolnou konstarkuvztah

rot(k (&) = k[¥ot a (homogenitaotace).

Shrnuti kapitoly:

Rotace je diferencialni operator, aplikovatelny mektorové pole.
Vysledkem je vektorové pole, jehoZz sloZzkami jsouaZy obsahujic
parcialni derivace slozek vychoziho vektorového epobpodle
souradnic.

Je-li rotace vektorového pole wWpakém bo@d nenulova, nazyvam
tento bod virem pole. Velikost vektoru rotace v tombodk pak
udava rychlost wieni a smér a orientace tohoto vektoru &uji smer
a orientaci pravotdivé normaly k rovig maximalniho viru.

Vektorové pole, které ma alespojeden vir, nazyvame virovym
polem. Jinak se jedna o nevirové pole.

Rotaci vektorového pole Ize vyhodrvyjadtit jako vektorovy sodin
symbolického operatoru nabla s timto polem.

1%}

Otazky:

 Definujte matematicky exaktnoperator rotace.

 Jaky ma rotace vyznam? Co je to vir?

* Vysvétlete pojmy virové a nevirové pole.

 Uvedte dva nejpouziva¥jSi zpaisoby oznaeni (z4pisu) rotace.
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Priklad. D4
[ ]
Aplikujte operator rotace na vektorové paé’) =7 =(x,y, z) (polohovy AN
vektor).
Reseni.
Dosadime do defigniho vztahu pro rotacdi=r1,t. a = x, a, =y, a, = z:
rota= a&_a;a? i+ a_ai_a& j+ 0_82_6_81 K =
oy 0z 0z X X y
_[9z_oy r{@‘-a_jjn, 9y 90X _
dy 0z dz 0 X 0y,
=(0-0)i +(0-0j+(0-0k=0+ ¢+ K =0
Priklad (sloZit&jsr). N
AN

(jednotkovy vektor ve simu polohového vektoru).

Reseni.
Opet dosadime za@ do definice rotace. Nejprve vygeme prvni slozku:

_l _1
(rota) :%_&:i(gj_i(gjzzar - yar = 4-1) 2 Or _ y-1) F20r _
Yoy 0z odylr) 0z r oy 0z ay 0 7
oY 2 Z_ 2y Y2
—=—zr?lyrit=-22+ 0=,
0z r y r e rs

Obdobré dopadne vypeet druhé aieti slozky, tudizrota= 0 + 0j + & =

[P

Poznamka.
Vsimngte si, jak bylo pi feSeni vyhod& pouzivano ozrignir = x* + y* + 2°,
vypocet se tim velmi zighlednil.
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Uloha 4.1.
Aplikujte operator rotace na vektorové paér):
o F_F
a) a(r) = =r_02’
r I
b) &(F)=— = ;
"o
c) a(r) =X, kdeV je konstantni vektor;

d) a(r) =vxr, kdev je konstantni vektor;

o _VXT _VXT, . .
e) a(r)=——=—2, kdeV je konstantni vektor.
r

Uloha 4.2.
DokaZte, Ze pro libovolné skalarni palea vektorova pole, b plati:

a) rot(ul®) = ulfot a- ax grad y;
b) div(axb) = bliot a- alfot b.

Navod:

Zagnéte na levé stranrovnice podle definice daného operatoru. Pokusteasézt
v obdrzenych vysledcich strukturu pravé strany.

Pravodce studiem.

Ani charakter této kapitoly se nijak nevymyké&egchozim
kapitolam, dokonce jsou vypty jeSt trochu obtiz@djSi, protoze
operator rotace je asi nejslojSi. Ale asi je Vam jiz jasné, Ze e
v podsta¢ jedna o jedno a to samé — o dmi derivovat.
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5. LAPLACEUV OPERATOR

V této kapitole se dozvite:

 jak je definovan diferencialni Laplate operator a jaky je jeho
vyznam;

» jak aplikovat Laplaceév operator na skalarni a vektorové pole;

 jednoduché matematické vzorce pro préaci s Laplageov
operatorem;

 jak se da Lapladev operator vyjadit pomoci nabla operatoru.

Budete schopni:

 aplikovat Laplacév operator na libovolné skalarni nebo

vektorové pole.

Kli ¢ova slova této kapitoly:
Laplaceiv operator.

rostudovani wiva kapitoly:

Cas potfebny k p
5 + 2,5 hodiny (teorie ¥eSeni uloh)

01

Definice.
Laplaceovym operatorem rozumime symbolicky operéator

0° 0%  d°

A +—t+—|
x> ay* o7

0%u  8°u  0%u

e —
x> ody* 07
Aplikace na vektorové polehd = iAa, + jAa, + kAa,.

Aplikace na skalarni poleAu =

Poznamka.

a) Definici je mozné zobecnit na&ipad n promennych.

b) Jedna se o jediny operator, ktery Ize aplikovaskaarni i vektorové pole.
Vysledné pole je téhoz typu jako pole vychozi.

c) Vyraz Au se misto dlouhého ,Laplaibe operator aplikovany na pole*
obvykle zkracuje na ,Laplacar apod. Cteni ,delta u* je zde zcela
negipustné, neh je vyhrazeno pro ifrastek veltiny u. Stejné grafické
oznaeni v praxi nevadi, neBa kontextu je vZzdy jasné, kteryipad nastava.

d) Laplacév operator nema tak nazorny vyznam jako inajivergence nebo
rotace, ale uplaéuje se znén¢ v prirodnich ¥dach, nap v elektiné a
magnetismu, v nauce o \mi, v rovnicich pro difdzi atd.
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e) Laplacév operator Ize také vyjdid pomoci nabla operatoru, a to jako
formalni skalarni satin nabla operatoru sama se sebbe 00 = 0%, tzn.
jako druhd mocnina operatoru nabla. {&adu ortonormality baze, j, k
totiz plati

A=0M=0°= i"i+j"i+kﬁi i"i+j"i+kﬁi =
0 oX "0y 0z
004 090 00 _0° 09° 0°
=t ——+——= + +—.
0x0x Adydy 0z0z ox* dy° 07

Véta.
Pro libovolna skalarni pola, v, vektorova poled, b a konstantik plati:

A(u+v)=Au+Av (aditivita), A(u V) = vAu+ uh v 2 [grad ugrady,
A(a+b) =Aa+Ab (aditivita), A(ka) = kAa (homogenita).

dilezité vzorce

Diikaz
Dukaz uvedenych vzoiige opst velmi jednoduchy (viz téz ulohu A5.3).

Poznamka.
Z druhého vzorce v poslednété snadno plyne pro libovolnou konstarkuvztah

A(k Du) = kA u (homogenitd_aplaceova operatordipplikaci na skalarni pole).

Z Shrnuti kapitoly:
Laplaceiv operator je diferencialni operator, aplikovatelnya
skalarni i vektorové pole. Vysledkem je pole téehgpu.

Pti aplikaci Laplaceova operatoru na skalarni polenika skalarni
pole, které je sottem druhych parcialnich derivaci pole poc
jednotlivych soudadnic. Aplikace na vektorové pole sfwa
v trojnasobné ,skalarni aplikaci na vSechny slozky pole.

Ackoliv Laplaceiv operator nema tak nazorny vyznam jako
gradient, divergencei rotace, hraje dlezitou roli v mnoha partiich
matematiky, fyziky a dalSichiprodnich wd.

Laplaceiv operator lze vyjatit a zapsat jako druhou mocninu naljla

e

operatoru.
o Otazky:
d » Definujte matematicky exaktnLaplaceiv operétor.

* Na jaké typy poli lze Laplader operator aplikovat a jakého typu
je vysledek?

» jaké jsou dva nejpouziva&psi zpisoby ozné&eni (zapisu)
Laplaceova operatoru?
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Priklad.
Aplikujte Laplacév operator na skalarni polgx, y, 2=+ X+ y+ Z =

P4
AN

(velikost polohového vektoru).

Resen.
Aplikace Laplaceova operatoru na skalarni polg definovana takto:
_d%u 62u 9°u
Au = 2
ox 6y 622

Vypodéteme nejprve parcialni derivace palepodle x:
ou_odr _x 0°u_ @ (auj: 0 (xj_l_ X

o ox ox) Xt T

X 0x r o’ ox rr
Derivace podley a z dopadnou z @vodu symetrie derivovaného vyrazu podle
vSech prominnych obdob&
0°u_1 y* o°u_1 7
3

Nyni st&i seist nalezené parciélni derivace druhédu:

1 x 12122 3 ¥+y+Z 3 1 2
R

r r rr r r

Piiklad.

Aplikujte Laplacév operator na vektorové poBr) =t = (x, Y, z) (polohovy
vektor).

Reseni.

Dosadime do defigniho vztahu pro Laplaée operatora=r1,t. a, =X, a, =,
a,=z:

=iNa, + jAa, + kAa, = IAx+ JAy+ kA z=

axaxax ~(0%y 0%y 0%y 62626
+ + ] + + +K
oy 07 0% 0y 07 0% 30y 032
’x 0%y -0%z_ -0l -0l -01

+k— = —+]—+k —==0 +0 + & = Q.
o oy Moz T ey s ) =

-
Q 7 N
(o))
x
N

Uloha 5.1.
Aplikujte Laplacév operator na skalarni pole(x, y, 2).
1 1
a) U(X, Y, Z)ZTE_;
X*+y*+z72 T
1 1
b) u(x y, 2= Cry+Z P

C) u(x, Y, Z)=—

AR
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Uloha 5.2.
Aplikujte Laplacév operator na vektorové poBy(T).

c) a(r) =—, kdev je konstantni vektor;
d) a(r) =vxr, kdev je konstantni vektor;

o _VXT _VXT, . .
e) a(r)=——=—2, kdeV je konstantni vektor.
r

Uloha 5.3.
Dokazte, Ze pro libovolna skalarni pale v plati vzorec

A(ulV) = \Au+ uh w 2 [grad Wgrad.

Navod:

Zagnéte na levé stranrovnice podle definice daného operatoru. Pokusteasézt
v obdrzenych vysledcich strukturu pravé strany.

Pravodce studiem.

Asi to ot pro Vas nebylo vypetné jednoduché, protoz
Laplaceiv operator obsahuje druhé derivace, ale mam pro Yas
prijemnou zpravu: Laplaceovym operatorem Kiome. V posledn
kapitole tohoto modulu Vageka uz jen pehled vlastnosti vSech
c¢tyr probranych diferencialnich operéatoér

1%}
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6. VLASTNOSTI D,IFEREONCIALNI'CH
OPERATORU

V této kapitole se dozvite:
« corozumime linearitou diferencidlnich operatpr

* jak se daji diferencialni operatoryghledrt zapsat pomoci
symbolického nabla operatoru;

« oc¢em hovdi tzv. operatorové identity aneb jak dopadne
postupna aplikace (skladani) dvowznych diferencialnich
operatof;

» jak se daji explicitd popsat nevirova a neizllova pole.

Kli ¢ova slova této kapitoly: @

linearita operatoni, nabla operator, operatorové identity, skladani
diferencialnich operato#i, nevirova a ne&dlova pole.

Cas potrebny
0,5 +

k prostudovani wiva kapitoly:
0,0 hodiny (teorie ¥eSeni uloh)

Véta.

VSechny probrané diferencialni operatory, tedy igmatd divergence, rotace a

Laplacév operator jsoulinearni, tzn. homogenni(pro k-nasobny argumentlinearita operatot:
obdrzimek-nasobek hodnoty pro argument)aditivni (pro sodet argumerit

obdrzime sotet hodnot pro jednotlivé argumenty).

Diikaz.
Byl uveden v kapitolach tykajicich se jednotlivymperatoé. Obecr se d&ici,
Ze linearita diferencialnich operaiglyne z linearity derivace.

Vyjad¥eni pomoci nabla operatoru.

VSechny probrané diferencialni operatory lze vijaghomoci symbolického
operatoru nabla a operaci vektorové algebighleédri to ukazuje nasledujici
tabulka.BliZze viz gredchozi kapitoly #nované jednotlivym operatiom.

gradient gradu=00b |sowin vektorud a skalarw

divergence dva=0a skalarni so&in vektoru [l a vektorua
rotace rod=0xa |vektorovy sodin vektoruld a vektorua
Laplacév operatof A =000 =0* |skalarni sotin vektorud se sebou samyin

Ukol.
RozepiSte naziané operace s nabla operatorem&teyZze uvedené vzorce
plati.
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Jak dopadnou postupné aplikace nebo-li skladamiych operatdr, ukazuji
nésledujici vzorce, zvaraperatorové identity

Véta.
Pro libovolné skalarni pola a vektorové pole& plati:

div gradu = Au, grad diva = rot roai+A3,
operatorové identity Agradu = gradAu, Arota = rotAa,

rot gradu = (, divrota = 0.

Diikaz.
Prenechavandtendi jako cviceni (viz téZ tlohu 6.1).

Poznamka.

a) Prvni d¢ identity se zabyvaji skladanim divergence a gradieVysledek je
vzdy netrivialni a Ize jej vyjait pomoci ostatnich operator

b) DalSi dw identity konstatuji fakt, Ze fp skladani Laplaceova operatoru a
gradientu , resp. rotace nezalezi natfadd Uvedené dvojice operator
komutuji

c) Posledni d¥ identity vyjaduji dalezity poznatek, Ze polgradu (potencialni
pole) je vZzdy nevirové (jeho rotace je identickyrra nule) a polerota je
nutré nezidlové (jeho divergence je identicky nulova). Téwozeni plati za
urcitych, zna&né¢ obecnych podminek (uvazovana oblast musi byt
jednodusSe souvisld) také obrageten. je-li réjaké vektorové pole v dité
oblasti Q nevirové fota = 0), musi byt gradienteméfakého skalarniho pole

(a=gradu), a je-li pole v Q nezidlové (divb=0), musi byt rotaci
n&jakého vektorového poleb(= rot ).

d) Uvedené identity iweme nazorh zdivodnit vyjadenim operatdr pomoci
nabla operatoru a pouzitim jednoduchych pravidel gkalarni a vektorovy

souin. Nag. v predposledni identitvyraz rot gradu nabyva tvarud x (Ou),
ktery mizeme pepsat na(OxO)u (velicina u zde hraje roli skalaru).
ProtoZe vektorovy sa@in dvou vektod téhoZ smru je roven nulovému
vektoru, je0x0 =0, a tedy(dx0)u=0u=0. Obdob v posledni identé
vyraz div rota prepiseme ndl({(Jxa). Vektorovy sodin b =0xa je, jak
znamo, kolmy k okéma ¢initelim, tedy také k symbolickému vektord. To

ovdem znamena, Ze skalarni &ul b =0, neba skalarni sotin dvou
navzajem kolmych vektarje z definice nulovy.

Ukol.
Zkuste operatorové identity formulovat zpgimNepokra&ujte dale, dokud se
Vam to nepoda!
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Shrnuti kapitoly: 2

VSechny probrané operéatory (gradient, divergenceoptace,

Laplaceiv operator) jsou linearni, tzn. homogenni a adifivn

Kazdy z uvedenych operatbize zapsat pomoci symbolického nak
operatoru a operaci vektorové algebry.

Vysledek postupné aplikace nebo-li sklddani dvouznych
diferencialnich operatdr vyjadiuji vzorce zvané operatoroyé
identity. Z €chto identit plynou nkteré dilezité zaw¥ry, nap. to,
Ze nevirové pole se da vyjéd jako gradient gjakého skalarnihg
pole (potencialu) a né¢idlové pole Ize vyjatit jako rotaci ugitého
vektorového pole.

a

Otazky:
e Corozumime linearitou operatoru? Které diferennidperatory

jsou linearni?

« Jak zapiSeme gradient, divergenci, rotaci a Laplaceperator
pomoci nabla operatoru?

e« Co vyjaduji jednotlivé operatorové identity? Formulujte sh&.

e Jak se daji explicith vyjadtit nevirova a neiddlova pole? Odkud
tato vyjadeni plynou?

Uloha 6.1.

Dokazte, Ze pro libovolné skalarni paleplati vzorec {E
div gradu = Au.

Navod:

Zacnéte na levé stranrovnice podle definice daného operatoru. Pokusteatezt
v obdrZzenych vysledcich strukturu pravé strany.

Privodce studiem.
Prave |ste ukowil(a) tento modul, kiemuz Vam srdme

gratuluji. Pokud jste opravdu poctévpropocital(a) vetSinu uloh,
ovladate problematiku diferencialnich operatona arovni, ktera
bohate staci pro reSeni ¥tSiny praktickych probléh

Nyni jiZ pouze vieSte korespondemi Ukoly a zaSlete je tutoro\
kurzu, v rdmci kterého tento modul studujete. Héadaru!

Korespondertni ukol.

Zvolte si libovolné, ne iiliS jednoduché skalarni a vektorové pdiekartézskych

souadnic x, y, z a aplikujte na & vSechny probrané diferencidlni operato's;

které je mozné aplikovat na dany typ pole.
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RESENI ULOH
1. Skalarni a vektorové pole.

1.1a)a'(t) =@, %, -27°);

1.1b) &'() = e2 (1-2t, 3¢ - 2°, - A ?2— 23"

1.2a)v =(-sint, cog ,Q, d=-T;

1.2b) v

=(-
(-sint, cog , }; &=—(cost,sirt , O;

1.2c)V =(1-cost, sirt, §, a=(sint, cos, §

1.2d)\7:(_i—sint, cod , (} éz(— C,Oft —-cost, — sint (}
sint sin“t

2. Gradient.

2.1a)gradu = —Ls L4
r

2.1b) gradu = - 2.1c)gradu = a

2.1d) gradu = (yz, xz, Xy; 2.1e)gradu =€ % =&7;

2.1f) gradu = -Asing [T + 0 ¥ ; 2.1g) gradu = — Ax sinkr+9 JT;

(axt)xa

2.1h) gradu =——
axr

2.2a) Stai pouzit aditivity derivace (derivace stu se rovna satiu derivaci):
Jolu+v). o(u+v). o(u+ V-
(w+3) 0t o(ur
0x ay 0z

(au avj ou ov)- (au avj
—+— —+—] —+— |k =
oxX 0X ady oy 0z 0z

au au ou- OV~ OV~ OV-

—j+=—Kk +—i +—] +—k =gradu+ gradv
ax 6y Jz o0x o0y 0z

grad(u +v) =

2.2b) Pouzijeme homogenity derivace (z derivadgeme vytknout
multiplikativni konstantu):

o(«kw). o(«0u). o(xCu)-

grad(« ) = ™ i + 5 j+ 5 kK =k 5x

o), a(“)E—K("gi)naé;)T+a§;)ij:mgradu-
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2.2c)Aplikujeme Wtu o derivaci sotinu:

grad(uv)za(u.V)T"'a(uV) T+a(ugﬁ=(u@+v@jT+

0X ay 0z ox 0X
ov _0u)- ov Ou):_ O0V. 0V~ 0V
+Hu—+v— | ]+l U—+Vv— |[K=u—Ii+u— J+u—k+
0 0z 0z 0Xx oy 0z

ou- Ou- Ou-
+vV—Ii +v— j+v—Kk =u gradv+ v grad .
ox ay 0z
2.2d) VyuZijeme \tu o derivaci slozené funkce:

af(u)T+0f(u)T+6 f(u)

df = IZ:
Jra (u) 0x oy 0z
- ] @” ] @7 ] ﬂ" - ]
=f'(u) = + f (u)ay + f (u)azk (u) gradu

3. Divergence.
3.1a)diva=0; 3.1b)1b) diva =3;nn; 3.1c)lc)diva=—-———;
r

3.1d)1d) diva=0; 3.1e)1le) diva=0.

3.2) Vyjdeme z definice operatoru divergencé.\B/poctu je nutno pouZit&ty o
derivaci sodinu.

o(u. 0 0
div(ur) = 20a)  o(ua) | (u@:(@waﬁ} LI
ox oy 0z d X 0 X oy oy
+(@ag+ua;asj:@q+ ua;al_i_%az_*_ aa2 +_u%+ Ha&:
0z dz) O0X ox 9y oy 0z z
= Uai‘*ua&’fuaig + @Gﬁ%aﬁ@q = udiv aralgradu.
0x oy 0z 0 X oy 0z
4. Rotace.
V X

4.1a)rota=0: 4.1b) rota=0; 4.1c) rota=—": 4.1d) rota= 2v:

r3

v

4.1le)rota=—-—

L
r

-
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4.2a)Podle definice rotace plati:

rOt(ua):(a(u.as)_a(uaz)]h(a(uel\)_a( UQ)]TJ{O( ug) uij:

ay 0z

X
ou O_a3 ou_ aa2 du a 0u_ aagja.
(ayag+ oy 0z azj ( M ATy

4
+(@a2+ua_a2 %g& aaljf(: a_a3_a_azjr+u(a__a_a3jT+
ox 0x oy X

z
da, 0a - ou _du)- ( au auzja. ou _9du)s _
%2 % \k-la—-a—|i-|a—-a—|j-| a—- a—| k=

+u( ox ayj [azaz & yjl %ax qa a6 y 826

=ulfota—axgradu .

4.2b)Protoze axb=(ak - ab)i+(ah- ak) ( ab- al , mizeme
rozepsat:
div(axB)=<-(ab-ah)+= (ah- al)+—( ab- 3=
0x oy
—a;azb3+ %_a&bz_ %.{.6_83 Q+ aq aa1 Q qat},

0x ox 0X ox dy dy 0y
al ob, aaz ak{ da, 03 0a_oda
bz alaz bl tl(c?y 0 zj Q(a_z 0 J+
(5B (3 -
oy 0z % 0z 0X % 0 X ay_

rota—arotb.

5. Laplaceiv operator.

n(n—l).

n+2

5.1a) Au =0; 5.1b) Au :%; 5.1c) Au =
r r

n(n-3)

5.2a)Aa=0;5.2b) Ad = F:;5.2c)Aa=0;5.2d) Aa =0;

5.2¢)Aa =122
r
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5.3) Vyjdeme jako obvykle z definice operatoru na lstraré dokazované
rovnice.

9% (u. 02
A(uv) = (qu) (li\o (u \)— (@v aVuj+ 0 (0u,, oV |,
ox oy 07 ox\ ax  0x

d (au ov j_azu oudv, 0°v ovou, 0°u 0udv 0°v
+—| —V+—U|=—Vv+——+—u+ +—V+——+—u+

0z\dz 0z ox dxdX 0 93X X 0> 0y oy
Lovau 0°u dudv, 0°v . dvdu_ 62u d°u  0°u

v+ — ——u+ + + +

ay oy 07° azaz 07 029z ax2 dy®> 07°

Eav R azv] [auav 0udv, dudv
+u + + +2

——+—— | =vAu+ UAv+ 2 grad udJgradv
x> ody* 07 ox 0x Ay ay azazj J J

6. Vlastnosti diferencialnich operatoni.

6.1) Vyjdeme z levé strany rovnice a definic jednottiiyoperatai:

div gradu = di @I +@] a—uk]
0X

dy 0z

66u+66u 0 du_0°u 94°u d%u

i N N Sl + + = Au.
ox9x 0ydy 020z %X 09 0%
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