Diferencialni pocet funkci vice realnych proménnych -2.1-

SLOZENE FUNKCE

PRIKLAD 1
Urgete derivaci funkce h(¢) = f(g,(t),2,(t)), kde f(x,y)=e""

g ()=2t+3, g,(t)=2t-3.

ReSeni
Podle pravidla o derivovani slozenych funkci vice proménnych stejné¢ho typu jako je funkce
ze zadani tohoto ptikladu (prvni pravidlo z Brevidre) miizeme psat
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Musime tedy nejdiive spocitat obé parcidlni derivace vnéjsi funkce f (a po provedeni derivo-
vani nahradit nezavislé proménné vné&jsi funkce funkcemi vnitinimi (x - g,(t), y = g,()),
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derivace obou vnitinich funkci a nakonec dosadit do vySe uvedeného vzorce:
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Vypocet bychom mohli provést i tak, ze bychom nejprve ur¢ili sloZzenou funkci £, h(¢) = e*~ , a tu pak derivovali
jako slozenou funkci jedné realné proménné
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Vysledek je pochopitelné stejny, dokonce se na prvni pohled zda, ze cely vypocet je mnohem jednodussi nez ten,
ktery jsme si uvedli vySe. V tomto bod¢ je ale nutno vyslovit varovani. Druhy zplsob vypoctu je jednodussi
prave jen v tak jednoduchych piikladech, jakym je nas problém. Pokud bychom méli za kol derivovat kompli-
kovangjsi slozenou funkci, prvni zplsob, zalozeny na vyuZiti pravidla o derivovani slozené funkce vice realnych
proménn}'lch je mnohem pfehlednéj §i, a vede proto k mensi pravdépodobnosti Ze se béhem V}'lpoétu dopustime

CVICENI K PRIKLADU 1

1. Urcete derivaci slozené funkce /(7). K vypoctu pouZijte oba postupy z prikladu 1 a vysledky
porovnejte.

a) f(x,y)=x"—xy+)", g()=5t-1, g,(1)=3-1;
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b) f(x,y)=xIny, g ) =t"-1, g,(1)=1"+1;
¢) f(x,y,2)=x"+y +z*, g (t)=sint, g,(t)=cost, g,(t)=tgt;
d) f(x,,2)=2"7", g()=t, g, =1, g,()="C".

PRIKLAD 2
Urcete parcialni derivace funkce A(x,y)= f(g(x,y)), kde

fw)=sinua g(x,y)=x"+y".

Reseni

Podle druhého pravidla o derivovani slozenych funkci vice realnych proménnych plati
d
L (gx,)- ZE x.0).
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Struktura vypoctu je obdobna té, kterou jsme predvedli v pfedchazejicim ptikladu

. df( )_dsmu cosu jf(g(x y))= J;(x +y ):cos(x2+y2),
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Po dosazeni do obecnych vzorcl dostdvame
Z—h(x,y) = cos()c2 +y2)-2x = 2x-cos(x2 +y2),
Oh

5(x , V)= cos(x +y ) 2y=2y-cos(x2+y2).

I pfi vypoctu derivaci ze zadani tohoto piikladu bychom mohli postupovat tak, ze bychom nejdrive zapsali slo-
zenou funkci, A(x,y)=sin(x*+y*), a tu pak derivovali. Pro parcidlni derivaci podle prvni proménné bychom

takto napf. ziskali '
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a(x,y) = 6sm()(;x+y ) _ dzlzui '%: cos(x” +y%)-2x =2x-cos(x* + 7).

CVICENI K PRIKLADU 2
1. Urcete parcidlni derivace sloZené funkce h(x,p) resp. h(x,y,z). K vypoétu pouzijte oba postupy
z prikladu 2 a vysledky porovnejte.

a) fluy=e", glx,y)=x"+y"; b) f(u)=cosu, g(x,y)=3x+4y;
¢) f(u)=arctgu, g(x,y,z)=xyz; d) fw)=~u, gx,y,2)=x"+’ +z*.

! P¥i derivovani podle x pohlizime na y jako na konstantu a vyuZijeme vétu o derivovani slozené funkce jedné

realné proménné.
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PRIKLAD 3
Urcete parcialni derivace funkce h(u,v) = f(g,(u,v),g,(u,v)), kde

f(x,»)=x", gu,v)=u+v a g,(u,v)=u—v.

Reseni
Pravidlo o derivovani slozenych funkci vice redlnych proménnych nabyva v tomto (nejobec-
n¢j$im) prikladu tvaru
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Pro jeho pouziti musime tedy znat nasledujici parcidlni derivace
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Po dosazeni pak mame

g—h(u V) =(u=v)-+v)" 1+ A+ v) " In(u+v) 1=+ v) T[S+ In(u +v) ),

2—h(u V)= (=) +v)" " 1+ ) In(u+ ) (<1 = @ v) [ = In(u+v) |.

Dokazali byste i v tomto ptipadé provést vypocet druhym zptsobem, tj. nejdiive vytvorit slozenou funkci a pak
ji derivovat? Vyzkousejte samostatné.

CVICENI K PRIKLADU 3

1. Urcete parcialni derivace sloZené funkce /(x,y). K vypo¢tu pouZijte oba postupy z prikladu 2 a
vysledky porovnejte.

a) f(x,y)=x"=3xp+)", g w,w)=2u+3w, g,(u,w)=u-2w;
b) f(hy)=xy, g,w) =utgw, g,u,w)=wtgu ;
¢) f(x,y)=Inx-Iny, gu,w)y=e"+e", g,(u,w)=e"-e";
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DALSI CVICENI K PRIKLADUM 1-3
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ee2, Upravte nasledujici vyrazy.
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1. Pomoci vhodného pravidla pro derivovani sloZené funkce urcete naznacené parcialni derivace.
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) 6)}—2u(x+y)—¥u(x+y), d) C—zyu(x—ct)—yu(x—ct).
Vysledky:
Cviceni k prikladu 1
dh dh -1
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Cviceni k prikladu 2
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Cviceni k prikladu 3
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DalSi cviceni k prikladim 1-3
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