Substituce v trojnych integralech

Pomoci prechodu do valcovych souradnic vypocitejte integral:
a) [N+ dadet , kde M={[x 7] eR: ¥4y <4 A 0<z<2}.
M

b) [[fiddes , kde M={[xyz]eR: R'<¥'+y <R} A 0<z<h),kde R, R, ah jsouKladné konstanty, R<R,.
M
c) I_[sz +y2)72 dadi , kde Mz{[x,y,z] eR: R<xX+y <40 A ze(O,h)} ,kde R a h jsou kladné konstanty.
M
Navody:
a) Substituci x=rose, y=rsing a z=Z preved'te integral m:lxz +)” dabk na integrél Ij_‘}zddqu , kde
M N

N=([raZeR: re(02 A pel027 A Z€(02)}.
b) Substituci x=rose, y=rsing a z=Z pieved'te integral _[[ﬁdx@dz na integral mrdrd(pdz, kde
M N

N={[r,(o,Z]eR"’: re(&&) A e(027) A Ze(o,h)},
c) Substituci x=romse, y=rsing a z=Z preved'te integral H_szﬂ/z)_zcb@/dz na integrél mfz] 17, kde
N={[raZeR: re(R+) A pe(029 A Zelh)).

Vysledky:
a) [327/3]: b) [;;(R zz—Rlz)h] co) [#h/R?].

Pomoci prechodu do sférickych souradnic vypocitejte integral:
a) J] X+ +7 dudt , kde Mz{[x,y,z] eR: ¥+ +7 S4} ;
M
b) Hjl dxdydz , kde Mz{[x, 1z eR: R <¥+y+7 <R’ }, kde R, a R, jsou kladné konstanty, R<R,;
M
9) _[[sz + +zz)_2 dabitz, kde Mz{[x, ynZeR: R<X+y+7 <+oo}, kde R je kladna konstanta.
M
Navody:
a) Substituci x=rosgsing, y=rsingsind a z=rosf pieved'te integral _[[ ¥+ +2 dudik na integral
M
[[[r* sin® drdede, kde N ={[r,0,0]e R*:r € (0;2) A€ (0;2m) O  (0; )}
N
b) Substituci x=rosgsing, y=rsingsing a z=rosl pieved'te integral HJ. ldxdydz na
M

integral .m.rz sin 6 drdpd6 , kde N={[r,¢),6] cR: re<RI,RZ> A ¢)e<0,27r) A 66(0,@ }



. . . _2 .
¢) Substituci x=rcosgsing, y=rsingsind a z=rcsf pieved'te integral '[[sz + +zz) dahit na integral
M

m.r'z sin@drdgdd, kde Nz{[r,(/gﬂ eR: re(R+9 A (/)6(0,272) A 6’6(0,71)}.

Vysledky:
a) 167];b) [47(R,-R*)]; 0) [47/R].

Pomoci substituce x=arcsgsing, y=brsingsing a z=crost (a, b a ¢ jsou kladné konstanty)
vypocitejte integral:

Q) ([l axdydz, kde M-l eR: (i) (3 <1
b) [[fozdudidz, kde M={lxna] R (3 4(3) +(2) <t

©) '[ZU\/ 1 —('T:)Z —(%)2 —(f)2 dxdydz , kde Mz{[x, nz]eR: (f)z 4{%)24-(%)2 Sl};

Obdobné jako v ulohach a) - ¢) vypocfitejte:
d) Hjxyzdxdydz ,kde M = {[x;y;z] eR:x*+1y’+12% < 1} ;
M

©) ,m\/mdmydz,kde M={[x;y;z]e R 112" +1)° +12° <1} ;
M

Néavody:
a) Pomoci vyse uvedené substituce preved'te integral ﬂﬁdx@dz na integral m(abcrz sm@ drdgdd, kde
M N

Nz{[r,(/gﬂe]l@: re(0]) A (027 A 9€<O,7T>}.
b) Pomoci vyse uvedené substituce preved’te integral HJ. xyz dxdydz na integral
M

J._Uazbzczr5 cos @sin @ cos’ Osin* Odrdpdd , kde N = {[r;(p;@] eR :re(0;1)Ape(0;2n) A0 e(0; n)} )
N

¢) Pomoci vyse uvedené substituce preved'te integral m\/ 1 —(f)2 —(%’)2 —(f)2 dxdydz na integral
M

IjjabchMSinedrd(pdG ,kde N = {[r;q);G] eR’:re (0;1) AQE (0; 2n> AB€e (0; n)} .
d) PI:)moci vyse uvedené substituce preved'te integral HJ. xyz dxdydz na integral

IH6r5 cos @sin ¢sin® Bcos’ 0 drdpdo , kde N = {[r;N([p;e] eR :re(0;)rpe(0;2m)rb e (0;n>} )

N
e) Pomoci vyse uvedené substituce preved'te integral m\lxz +2y” +32° dxdydz na integral

6v6 j”r3 sin© drded6 , kde N = {[r;(p;@] eR:r EM(O;1> Ao e (0;2m) A6 € (0; n)} )

N

Vysledky:

a) [%ﬂabc] ;b) [0]50) [%nzabcl ;d) [0]5 0 [6\/g7z].



Trojny integral ﬂ Il dxdydz udava objem mnoZiny M. Pomoci trojného integralu
M

urcete objemy nasledujicich téles:

a)
b)

©)
d)

e)

valec o poloméru R a vysce /;

valcova vrstva o vnitinim poloméru podstavy R;, vn&j$im poloméru R, (R, > R,) a vysce 7;
koule o poloméru R;

kulové vrstvy o vnitinim poloméru R, a vné&jsim polomeru R, (R, > R));

elipsoidu o poloosach a, b a c;.

K jakym vysledkiim dospéjete, pokusite-li se vypocist pomoci trojného integralu objem:

f)

2)
h)

kruhu (valec o nulové vysce);
elipsy;
obdélnika?

Vysledky:
a) lﬂ'thl; b) lzz(Rzz —REM; c) [%nRﬂ ;d) [%n(Rg —Rf)] ;e) [%Tcabc] :f£-h) [o].




