
Dvojné integrály na dvojrozměrných intervalech

Vypočítejte dvojné integrály:

a) � �2 2

K

2 1 d dx y xy x y� � ��� , kde K 1,2 2,3� � ; 

b) sin d d
K

y x x y�� , kde K 0, π 0, π / 2� � ; 

c) � �
K

d dx yxe x y�

�� , kde K 0,1 0,1� � ; 

d) 2 2

K

d dx y x y�� , kde K 1,2 1,2� � ; 

e) 2
K

d dx x y
y�� , kde K 1,2 3,4� � ; 

f) 
K

sin( )d dx y x y��� , kde K 0, π / 4 0, π / 4� � ; 

g) � �2

K

d dx y x y��� , kde K 0,1 0,2� � ; 

h) 
K

sin d dxy x x y�� , kde K π / 2, π / 2 0, π / 4� � � ; 

Návod: Dvojné integrály převeďte na dvojnásobné pomocí Fubiniovy věty: pro K , ,a b c d� �  platí

K

( , ) d d ( , )d d ( , )d d
b d d b

a c c a

f x y x y f x y y x f x y x y
� � � �

� �� � � �
� � � �

�� � � � � .

Výsledky:
a) � �49 / 4 ; b) 2 / 4� ��� � ; c) � �1�e ; d) � �49 / 4 ; e) � �1/ 8 ; f) � �12 � ; g) � �11/ 3 ; h) 2π /16� �� � .

Vypočítejte dvojné integrály:

a) � �
K

d dax by x y��� , kde K 0, 0,� � � � , kde a, b, �, � jsou zadané konstanty � �0,  0� � � � ; 

b) � �2 2

K

d dax by x y��� , kde  K ,  ,  � �� � � �� � , kde a, b, �, � jsou zadané konstanty � �0,  0� � � � ; 

c) 
K

d dxy x y�� , kde K ,  ,  � � � � � � � � �� � �� � , ,  ,  � � �  jsou zadané konstanty � �0�� ; 

d) � �
K

sin d dx yk x k y x y� ���� , kde K 0,2 / 0,2 /x yk k� � � � , ,  ,  x yk k �  jsou zadané konstanty � �0x yk k � ;.

Výsledky:
a) � �2 2 / 2a b� �� �� � �� � ; b) � �2 24 / 3a b� ��� � ��� � ; c) � �

22� ����� � ; d) 2sin /( )x yk k� ��� � .



Dvojný integrál � �
K

,  d df x y x y��  udává objem tělesa ležícího pod grafem funkce f  na

množině K. Pomocí dvojného integrálu určete objemy následujících těles 1:

a) � �,  1/f x y x y� � , K 0,  1 1, 2� � ; 

b) � � � �
2,  /f x y y x y� � , K 1, 2 1, 2� � ; 

c) kvádru o hranách a, b a c; 

d) trojbokého hranolu, jehož podstavu tvoří rovnoramenný pravoúhlý trojúhelník o odvěsně a a jehož stěny
jsou obdélníky o stranách a, resp. a2 ; 

e) trojbokého hranolu, jehož podstavu tvoří rovnostranný trojúhelník o straně a a jehož stěny jsou obdélníky o
stranách a a b. 

Výsledky:
a) � �1/ 2 ln 2� ; b) � �3ln32ln5 � ; c) � �abc ; d) 2 / 2ab� �� � ; e) 23 / 4a b� �

� � .

                                                          
1 Pokuste se o náčrtek těchto těles.


