Prvni diferencial, Taylorova véta
pro funkce jedné reialné proménné

Prvni diferencial
Taylortv rozvoj

Nezbytnou teorii naleznete v Breviaii vyssi matematiky (odstavec 1.5).

Prvni diferencial
(zpét na zacatek)

Priklad 1

Pomoci véty o prvnim diferencidlu dokaZzte ptibliznou rovnost ( 1+ x)a ~1+ax, kde aje re-

alné ¢islo a x je malé redlné Cislo.

ReSeni

Podle véty o prvnim diferencialu plati
fx)= fla)+ f(a)(x—a),

kde nyni je f(x)=(1+x)" a a=0.
Proto mizeme psat
f(@)=£(0)=(1+0)" =1,
F@=a(l+x)", f(@=f0)=a(1+0)" =a,

a tedy
f)= f@)+ f(a)x—a)= f(0)+ [ (0)(x-0) =1+a(x-0)=1+ax,
neboli
(1+x)" ~1+ax.
Priklad 2
Pomoci véty o prvnim diferencidlu uréete pfiblizné hodnotu /100 .
ReSeni

Cislu 100 jsou blizké dvé tieti mocniny celého &isla: 4° = 64 a 5° = 125. Nabizi se tedy moz-
nost provést rozklad 100 = 64 + 36 (resp. 100 = 125 - 25) a pouzit ptiblizného vzorce z pfi-
kladu 1:

a) %/100=%/64+36=4§/1+ﬁ=4i/1+3z4 i) oaf 142 =4+3=4,75,
64 16 3716 16 4




b) 3/100=i/125—25=5</1—£=5i/1—1z5 —i L osfi- L =5—l£4,67.
125 5 375 15 3

Ziskané vysledky porovnejte s hodnotou pesnou na pét desetinnych mist 3/100 = 4,64159 .

Tayloruv rozvoj
(zpét na zacatek)

Priklad 3

Pomoci Taylorova rozvoje pro e* urcete hodnotu Eulerova ¢isla.

ReSeni

Taylortv rozvoj n-tého fadu funkce e* nabyva na okoli x = 0 tvaru

S|
e ~T (x;e",0)= Z—xk .
k=0 k!
MiiZzeme proto psat

51
e=e ~T (L,e",0)= ) —.
2k

Numerické vysledky, které mizeme takto ziskat pro rizné hodnoty » jsou shrnuty v nasledu-
jici tabulce. Porovnejte je s hodnotou piesnou na 9 desetinnych mist (e =2,718281828).

" T,(Le",0)
0 1,0

1 2,0

2 2,5

3 2,666666667
4 2,708333333
5 2,716666667
6 2,718555556
7 2,718253968
8 2,718278770
9 2,718281526
10 2,718281801

Jiz pomoci Taylorovych polynomi pomérné nizkych fadit jsme tedy schopni urcit hodnotu
Eulerova cisla velmi pfesné.




Priklad 4

Pomoci Taylorova rozvoje pro arctg(x) se pokuste urcit hodnotu Ludolfova ¢isla.

ReSeni
Vime napiiklad, ze 7 =4xarctg(l). Pokusime se proto urcit hodnotu Ludolfova ¢isla pomoci
ptiblizného vztahu 7 ~4xT (l;arctg,0). Nejdiive ovS§em musime najit pifislusny Tayloriv

polynom, a to dostate¢né vysokého fadu. Pro jednoduchost a pfehlednost se omezime na rad
ctvrty. Ctenar se ovSem muiZze pokusit o dosazeni fadi vyssich.

Nalezeni 7, (x;arctg,0)

S (x) =arctg(x), f(0)=arctg(0) =0,

f@=ts, Q= =1,
2x 2x0
f'(x)=———"—, ["(0)=———5=0,
(1+x2) (1+02)
6x% -2 6x0%> -2
") =——=, ["(0) = =-2,
(1+x7) (1+0%)
O (x) = 24x(1—x42) 90y = 24><0><(1—402) _0
(1+x7) (1+0%)

MiiZzeme tedy psat

R L

1
T4(x,arctg,0)—0+ﬁx+2! 3 2 3

Urceni Ludolfova ¢isla

7rz4><Tn(1;arctg,0)=4x(l—%):§i2,67.

Poznémka

Vsimnéte si, ze ziskany vysledek neni vlibec presny. Na rozdil od piikladu 3, kdy jsme byli
schopni urcit pomérné presnou hodnotu Eulerova ¢isla pomoci Taylorovych polynomii po-
mérné nevysokych fadl, bychom nyni k dosazeni dostatecné presnosti museli pouzit Tayloro-
va polynomu velmi vysokého tadu. Funkce arctg neni proto pro vypocet hodnoty Ludolfova
Cisla pfili§ vhodna.




