Spojitost a limita
funkci jedné realné proménné

Poznamka
Vysetfeni spojitosti funkce je mozno podle definice pfevést na vypocet limity. V dalSim se proto soustiedime jen
problém vypoctu limit.

Pozndmka
Limitu funkce v zadaném bod€ miizeme pocitat

pfimo pomoci definice,
pouzitim vét o algebfe limit,
pomoci pokrocilejsich vét (napt. L'Hospitalovo pravidlo).

V této kapitole se soustfedime na prvni dvé metody, nezbytnou teorii je mozno nalézt v Breviaii vyssi matemati-
ky (odstavec 1.1). L'Hospitalovu pravidlu je vénovana kapitola samostatna.

Vypocet limity pomoci definice
(zpé&t na zacatek)

Prvni krok, ktery musime ucinit, je ur€eni limit vybrané (dostate¢n¢) Siroké t¥idy funkei ptimo z definice. Teprve
pak mizeme vyuzit pokrocilej§ich vét a pravidel (algebraické véty o limitach, L'Hospitalovo pravidlo).

Pouziti definice limity je ovSem v konkrétnich pfipadech velmi obtizny technicky problém vyZzadujici zpravidla
netrivialni znalosti o nerovnostech. Proto si tento postup miZzeme ilustrovat jen na nejjednodussich ptikladech.

Vlastni limita ve vlastnim bodé

Jaky je tedy obvykly postup pii diikazu tvrzeni, ze "funkce f ma v bodeé a limitu A", tj.
lim f(x)=A4?

1) Doplnime konkrétni udaje ze zadani ptikladu do definice, tj. konkrétni tvar funkce f a

konkrétni hodnoty ¢isel a a A do vyrokové formy

Ve>036>0: VxeD, 0<|x—a|<d=|f(x)-4|<e,

jejiz pravdivost mame dokazat. Tedy - pro libovolné kladné ¢islo € musime byt schopni
nalézt takové kladné Cislo o, aby byla splnéna vysSe uvedena implikace.
2) Ditkaz provedeme tak, ze vyraz | f(x)- A| upravujeme tak dlouho, az jej pfevedeme pro-

sttednictvim posloupnosti nerovnosti | f(x)— A| <..La |x - a| na vyraz « |x —-a

, kde aje
kladné ¢islo. Délame to proto, ze pak jiz staci k zadanému e volit o tak, aby

3) S<efa. PH této volbé totiz plati &>ad>alx—a|=|f(x)- f(a)
&>|f(x)=f(a)|.
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Priklad 1
Dokazte, ze lim x =x,.

X=X

ReSeni
ad 1) Mame dokazat pravdivost vyroku

Ve>030>0: VxeR O<|x—xo|<5:>|x—x0|<e,
kde jsme dosadili f(x) =x, a=xy, A= xy.

ad 2) Zde ovsem |f(x)— A|=|x—x,|=|x—d|(=|x-x,|). Neni tedy zapotiebi zadnych tvah,

abychom vidéli, Ze mizeme volit =1, a tedy

ad 3) 6 = & Tim je ovSem dikaz dokoncen.

Priklad 2
Dokazte, ze lim g = ¢, g je libovolna redlna konstanta.

Reseni
Dokazujeme pravdivost

Ve>036>0: VxeR O<|x—xo|<5:|q—q|<8.

Zde uz ovSem neni viibec nic k dokazovéni, nebot’ |q - q| =0, coz je vzdy mensi nez libovol-

né kladné ¢ Bez ohledu na to, jaké hodnoty nabyva o. Toto Cislo miizeme proto volit zcela
libovolng.

Priklad 3
Dokazte, ze pro k #0 plati lim (kx+q)=kx,+q.

X—)XO

ReSeni
ad 1) Musi platit

Ve>035>0: VxeR 0<|r—x|<8=|(ke+q)-(k,+q)|<e.
ad 2) |(kx+q)—(kx0+q)|=|kx+q—kxo—q|=|kx—loco|=|k||x—x0|. Volime proto o =|k| a

ad 3) 5<€/|k

,napt. o = 6‘/(2|k|).




Priklad 4
DokaZte, 7e limx* =4.

x—2

ReSeni
ad 1) Dokazujeme platnost tvrzeni Ve >030>0: VxeR 0< |x—2| <o=> |x2 —4| <eg.

ad 2) |x2 —4| :|(x—2)(x+2)| =|x—2||x+2|. Zdalo by se, ze jsme hotovi a Ze sta&i zvolit
a= |x + 2|. Ve skutec¢nosti tomu tak neni, nebot’” & musi byt konstanta, a nesmi tudiz zaviset

na proménné x. Odpovéd’ na otazku, jak pokraCovat, vychdzi z faktu, ze limita je lokalni po-
jem a pfi jejim zkoumani staci, kdyz se omezime na néjaké okoli bodu a, zde a = 2. Volba
tohoto okoli je ponechdna zcela na nasi libovili, mizeme se napiiklad omezit na

U,(2), tedy interva1(1,3) . Musime si ale pamatovat, Ze pti zavérecné volbé o musime dodrzet

prave ucinény predpoklad & <1. Pak ovSem plati 1< x, a tedy 3 < x+2. Proto miizeme psat
[ =4 =|(x=2) (x+2)| =[x —2||x +2| < 3]x - 2]
a volit = 3.

ad 3) Proto volime & <&/3A 6 <1, napt. § =£/6 pro £6<6 a §=1 pro £>6.

Priklad S
Dokate, Ze pro x, # 0 plati lim x* = x,>. (Sami si dokaZte platnost tvrzeni ling x*=0.)

X—)XO

Reseni
ad 1) Ve>035>0: VxeR 0<|x—xo|<§:|x2—x02|<g.

ad 2) |x2 —x02| = |(x+x0)(x—x0)| :|x+x0||x—x0| S(|x|+|x0|)|x—xo| <%|x0||x—xo| . V posledni
nerovnosti se omezujeme na okoli U‘XO‘ 1,(x,), a musime si proto pamatovat, Ze 6 musi byt

mensi nez |x0| /2.

ad 3) a =3/2x,| a 6 <&/(3|x,)|/2) A& <|x| /2.




Ostatni typy limit

Pouzijeme obdobny postup, jaky jsme nastinili vySe. Jen ve druhém a tfetim bod¢ musime
modifikovat avahy podle konkrétniho typu limity. Pro jednoduchost si to ukaZeme na kon-
krétnich piikladech.

Priklad 6 (vlastni limita v nevlastnim bodé)

Dokazte, Ze plati lim ! =0.

X—>+0 X

Reseni
1) Mame dokazat, ze plati Ve>03K >0: VxeR-{0} x>K=|l/x|<e.

2) Pro x > K >0 miiZeme psat |1/x|=1/x. Dale plati 1/x <& < x>1/¢. Staci proto volit

3) K>1/g,nebot' z x> K >1/¢& vyplyvad 1/x<¢.

Priklad 7 (nevlastni limita ve vlastnim bodé)

.1
Dokazte, ze plati lim —=+o0.

x>0+ x

ReSeni
1) Méame dokazat, ze plati VM >036 >0 : ‘v’xeR—{O} O<x<do=>1/x>M.

2) Pro 1/x > M muzeme psat x <1/ M . Staci proto volit

3) 0<1/M ,nebot' z x <o vyplyva 1/x>1/0,atedyi 1/x>M.

Priklad 8 (nevlastni limita v nevlastnim bodé)
Dokazte, Ze plati lim x* = +o.

X—>—»

ReSeni
1) Mame dokdzat platnost tvrzeni VM >03K <0: VxeR x<K=x">M.

2) Z x* >M plyne po odmocnéni |x| >+ M a vzhledem k tomu, Ze se miizeme omezit na

zaporna x (blizime se pfece do — ), dale téz —x >~ M , neboli x <—M . Staci proto zvolit

3) K< M .Z x<K <—IM totiz plyne —x = |x| >K , a tedy po umocnéni (na kladnych

¢islech ekvivalentni operace) i x° > M .




Pouziti vét o algebre limit
(zpét na zacatek)

Znéni vét o limit€¢ souctu, rozdilu, soucinu a podilu funkci je mozno nalézt Brevidii vyssi
matematiky (odstavec 1.1).

Priklad 9 (limita souctu)
Dokazte, ze plati lim (kx+q)=kx,+q.

X—)XO

Reseni
Tuto limitu jsme pocitali pomoci definice v ptikladu 3. Nyni si ukazeme jiny postup, v némz
vyuzijeme véty o limité souctu a soucinu:

lim (kx+ ¢ ) = lim (kx) +lim g = lim & lim x+1im g = kx, +4 .

X—)XO X—)XO X—)XO X—)XO X—)XO X—))CO

Za prvnim rovnitkem jsme vyuzili vétu o limité souctu, za druhym o limité sou¢inu a nakonec
1 vysledky, k nimz jsme dospéli dfive: limk =4k, limqg=gq (viz ptiklad 2) a lim x =x, (viz

ptiklad 1).

Priklad 10 (limita soucinu)

Dokazte, 7e plati lim x* = x,”.

X=X,

ReSeni
lim x* = lim x lim x = x, x, = x,_, kde jsme vyuzili vysledku piikladu 1 : lim x = x, .

X—)XO X—)XO X—))CO X—>Xo

Piiklad 11 (limita vicenasobného soucinu)
Dokazte, ze plati lim x" =x," .

X=X,
ReSeni
n—krat n—krat
. . . -1 . . . ) . . .
lim x" = lim x lim x"~ = lim x lim x im x"~ =...=lim x lim x...lim x = x,x,...x, =%, ,
X—>X X=Xy XX X=Xy XXy XX XXy XX X=X

kde jsme opét vyuzili vysledku ptikladu 1 : lim x = x, .

X—>Xg




Priklad 12 (limita podilu)
Dokazte, ze plati lim in = Ln .
XXy X xO

ReSeni
lim1 1
. X=X
lim—=—"—=—rouj,
XX X lim x X,
X=X

kde jsme vyuzili, kromé& véty o limité podilu, i vysledek feseni ptikladu 11, lim x" = x,".

X—)XO




