Lokalni a globalni extrémy
funkci jedné realné proménné

Lokalni extrémy

Globalni extrémy
Pouziti

Nezbytnou teorii naleznete Breviafi vyssi matematiky (odstavec 1.3).

Lokalni extrémy
(zpét na zacatek)

Postup pri hledani lokalnich extrému:

i)  Nalezneme podezielé body, tj. body, v nichz ma funkce nulovou prvni derivaci (nebo prvni derivaci nema
¢i dokonce neni ani spojita).

ii)  V téchto bodech uréime hodnotu druhé derivace studované funkce. Je-li kladna, jedna se o lokalni mini-
mum, je-li zaporna, jedna se o lokalni maximum. Pokud je druha derivace nulova, musime ke kone¢nému
rozhodnuti o povaze extrému pouzit derivace vyssi.

Pokud v nékterém z podezielych bodu prvni derivace neexistuje, nebo je funkce dokonce nespojita, test s druhou
(vyssi) derivaci pochopitelné neprovadime. O povaze extrému musime zpravidla rozhodnout pfimo pomoci
definice (lokalnich extrémi). Velmi uziteCny byva obrazek, ktery obvykle ziskame vySetfenim priabéhu studova-
né funkce na malém redukovaném okoli podezielého bodu.

Priklad 1

Naleznéte lokalni extrémy funkce f(x)=x"—-3x+4.

ReSeni
1) Podezielé body

f’(x)E(x2—3x+4)’ =2x-3,
f'(x)=02x-3=0=x=3/2.

Zadné dalsi podezielé body neexistuji, protoze funkce je spojita a diferencovatelna na celém
svém defini¢nim oboru.

i1) Test s druhou derivaci

[ =(x* -3x+4) =(2x-3) =2,
1'(3/12)=2>0.

Funkce tedy nabyva pro x = 3/2 lokalniho minima.




Priklad 2

Naleznéte lokalni extrémy funkce f(x)=—x*+4x’ —6x* +4x—1.

ReSeni
1) Podezielé body

£/ =(—x* +4x* —6x* +dx—1) = —4x> +1227 ~12x+4,
fl(x)=0 —4x’ +12x* - 12x+4=0 = x=1.

Zadné dalsi podezielé body neexistuji, protoze funkce je spojita a diferencovatelna na celém
svém defini¢nim oboru.

i1) Test s druhou derivaci

F1(x) = (x4 420 -6 +4x—1) = (4 1203 ~12x+4) =126 + 24x 12,
S'M)=0.

Pomoci samotné druhé derivace nelze tedy o existenci ani o povaze lokalniho extrému roz-
hodnout.

i11) Test s vy§§imi derivacemi

F7(x) = (120 +24x-12) = -24x+24, f"(1)=0.

SO (x)=(—24x+24) =24, fO(1)=-24<0.

Prvni nenulovou derivaci je tedy derivace ¢tvrtd (suda!), funkce ma proto v bodé x = 1 lokalni
extrém. Protoze je tato derivace zaporna, jedna se o lokdlni maximum.

Priklad 3

Naleznéte lokalni extrémy funkce f(x)=x".

ReSeni
1) Podezielé body

S0=x" =34,
fl(x)=0=3x*=0=x=0.

Zadné dalsi podezielé body neexistuji, protoze funkce je spojita a diferencovatelnd na celém
svém defini¢nim oboru.




i1) Test s druhou derivaci

f'(x)= = (3x2 )' =0x,
f"(0)=0.

Na zakladé druh¢ derivace nelze tedy o existenci ani o povaze lokalniho extrému rozhodnout.

ii1) Test s vysSimi derivacemi

f"(x)=(6x) =6, f"(0)=6>0.

Prvni nenulovou derivaci je tedy derivace tieti (licha!), funkce nema proto v bodé x = 0 lokal-
ni extrém. Ve skutecnosti se jedna o inflexni bod.

Priklad 4

Naleznéte lokalni extrémy funkce f(x)= |x| .

ReSeni
1) Podezielé body

f(x)=x"=1 prox>0,
f'(x) E(—x)' =—1 prox <0.

Jedinym podezielym bodem je tedy bod x = 0, v némz nema funkce f(x)= |x| prvni derivaci.

i1) Pomoci obrazku jiz snadno nahlédneme, Ze v tomto bod¢€ nabyva funkce lokalniho minima.




Globalni extrémy
(zpét na zacatek)

Postup pri hledani globalnich extrémii na intervalu (a,b) :

i)  naintervalu (a,b) nalezneme body v nichz funkce nabyva lokalnich extrém,

ii)  k nim pfidame krajni body intervalu a ziskame tak mnozinu bodi podezielych,

iii) pro vSechny podezielé body uré¢ime funkéni hodnoty studované funkce a sefadime je podle velikosti.

iv) 'V bodé¢ (bodech), v némz je funkéni hodnota nejvétsi, nabyva funkce na daném intervalu globdlniho maxi-
ma, v bodé (bodech), v némz je funkéni hodnota nejmensi, globalniho minima.

Pii hledani globalnich extrémi na polouzavi‘enych ¢i otevirenych intervalech, musime vénovat zvysenou
pozornost krajnim bodim, viz ptiklady 6 a 7.

Priklad S

Naleznéte (globalni) extrémy funkce f(x)=x"—3x+4 na intervalu <0, 2> .

ReSeni
1) Podezielé body na (0,2)

f'(X)E(x2—3x+4)' =2x-3,
f'(x)=0=2x-3=0x=3/2€(0,2).

Zadné dalsi podezielé body na uvedeném intervalu neexistuji, protoze funkce je spojita a dife-
rencovatelna na celém svém defini¢nim oboru.

i1) VSechny podezielé body

x =0 - levy krajni bod intervalu,
x,=3/2 - lokalni extrém,
X, =2 - pravy krajni bod intervalu.

i11) Tabulka funkéni hodnot

f(0)=0*-3x0+4=4,
f(3/2)=(3/2)*-3x(3/2)+4=1,75,
f(2)=2"-3x2+4=2.

1v) Globdlni extrémy

V bodé x = 3/2 nabyva funkce globalniho minima na intervalu <0,2> (toto minimum je sou-

¢asn¢ minimem lokélnim) a v bod¢ x = 0 globalniho maxima (toto maximum neni lokalnim
maximem studované funkce).




Priklad 6

Naleznéte (globalni) extrémy funkce f(x)=x>—3x+4 na intervalu (O, 2> .

Reseni (viz té2 priklad 5)
1) Podezielé body na (0,2)

f’(x)E(x2—3x+4)’ =2x-3,
f'(x)=0=2x-3=0x=3/2€(0,2).

Zadné dalsi podezielé body na uvedeném intervalu neexistuji, protoze funkce je spojita a dife-
rencovatelna na celém svém defini¢nim oboru.

i1) VSechny podezielé body

x,=0 - levy krajni bod intervalu

(Pozor! Nepatii do mnoziny, na které globalni extrémy hledame),
x,=3/2 - lokalni extrém,
X, =2 - pravy krajni bod intervalu.

ii1) Tabulka funkéni hodnot

£(0)=0>-3x0+4=4,
£(3/2)=(3/2)*-3x(3/2)+4=1,75,
f(2)=22-3x2+4=2.

iv) Globalni extrémy

V bodé¢ x = 3/2 nabyva funkce globalniho minima na intervalu <0,2> (toto minimum je sou-
¢asn¢ minimem lokalnim).

Globalniho maxima by studovana funkce méla nabyvat v bodé¢ x = 0. Tento bod vSak do in-
tervalu (0,2> nepatii. Na intervalu (0,2> tedy funkce maxima nenabyva.

Priklad 7

Naleznéte (globalni) extrémy funkce f(x)=x>—3x+4 naintervalu (2,3).

ReSeni
1) Podezielé body na (2,3)

f’(x)E(x2—3x+4)’ =2x-3,
f'(x)=02x-3=0=x=3/2¢(2,3).

Bod x = 3/2 tedy mezi podezielé nezahrneme. Zadné dalii podezielé body na uvedeném inter-
valu neexistuji, protoze funkce je spojita a diferencovatelna na celém svém defini¢nim oboru.




i1) VSechny podezielé body

x =2 - levy krajni bod intervalu,
x,=3 - pravy krajni bod intervalu.

Pozor! Ani jeden z podezielych bodl nepatii do mnoziny, na které globalni extrémy hledame.
Funkce f(x)=x"—3x+4 proto na intervalu (2,3) nenabyva ani svého maxima ani minima.

Pouziti
(zpét na zacatek)

Uloha nalézt extrémy funkci jedné, ale i vice redlnych proménnych se &asto vyskytuje v piirodovédnych, tech-
nickych a dokonce i v ekonomickych a finan¢nich aplikacich. Zpravidla vyzaduje dikladnou analyzu, pfi které
se snazime na zaklad€ obecného zadani formulovat zaddni matematické, tj. urcit

a) funkci, jejiz extrémy mame hledat,
b) interval hodnot, kterych mulize nezavisla proménna (nastavitelny parametr) nabyvat.

Teprve po splnéni téchto krokli mizeme pfistoupit k vyhledavani extrémi prostfedky a postupy, které jsme pro-
cvicovali vyse.

Priklad 8

Motouzem o délce L vymezte obdélnikovy pozemek maximalniho plosného obsahu.

Reseni
Analyza ulohy

Obdélnik je zadan svymi stranami a a b. Jeho obvod (ktery odpovidé délce motouzu L) je dan
vztahem O = 2(a+b) a ploSny obsah vztahem § = ab.

Ze zadani ulohy plyne, ze L = 2(a+b), neboli b = L/2-a. A pro plo$ny obsah S = a(L/2-a).
Maéme proto hledat maximum funkce
S(a)=all2-a*,

a to zfejmé na intervalu a € <0,L/2> .

Nalezeni extrému

1) Podezielé body na (0,L/2)

2
S'(a):(a L/2—a2)' Ew=lj2—2a,
a

S'(a)=0=L/2-2a=0<a=L/4e(0,L/2).

Zadné dalsi podezielé body neexistuji, protoze funkce je spojita a diferencovatelna na celém
svém defini¢nim oboru.

i1) VSechny podezielé body

a, =0 - levy krajni bod intervalu




a,=L/4 - lokalni extrém,
a,=L/2 - pravy krajni bod intervalu.

i11) Tabulka funkéni hodnot

S(0)=0xL/2-0*=0,
S(L/4)y=(L/4)x(L/2)~(L/4)" =L/16,
S(L/2)=(L/2)x(L/2)~(L/2) =0,

iv) Globdlni maximum

Funkce S(a)=a L/2—-a’ nabyva svého globalniho maxima na intervalu <0,L/2> v bod¢

a = L/4 . Hledany obdélnik ma proto rozméry a =b = L/4, jedna se tedy o Ctverec.



