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PRVNI DIFERENCIAL , TAYLOR UV ROZVOJ
FUNKCI JEDNE REALNE PROM ENNE

PRVNI DIFERENCIAL

PRIKLAD 1
Pomoci ¥ty o prvnim diferencialu ukazte, Ze platilizna rovnost

(1+x)" =1+ax, kdea je reainéislo ax je malé realnéislo.

Reseni
Podle ¥ty o prvnim diferencialu platf (x) = f(a)+ f'(a(x— g, kde nyni jef (x) = (1+ x)”
a a= 0. MiZzeme proto psat
> f(a)=f(0)=(1+0" =1,
> ' =a(l+x), f'(@=f0)=a(1+0" =a.
Po dosazeni do obecného vzorce ziskame
f(x)= f(a)+ f'(a(x- g = f(0)+ f(0)(x 0)=1+a (> 0)= Ha >

a miZzeme tedy uzdit tvrzenim, Ze plati
(1+x)" =1+ax.

PRIKLAD 2
Pomoci ¥ty o prvnim diferencialu wete giblizné hodnotu<100.

Reseni
Cislu 100 jsou blizké dvtreti mocniny celéhdisla: £ = 64 a 8 = 125. Nabizi se tedy moz-
nost proveést rozklad 100 = 64 + 36 (resp. 100 =-125) a pouZit fiblizného vzorce z i
kladu 1:

> Y100=Y64+ 36= 4/ ¥L= § r2= (1ix= @4Y= 43= 4,

> J100=9125- 25= § + 2= § 11= b4ix}= (Gi3)= 5i= 4.

Ziskané vysledky porovneijte s hodnotdasnou na & desetinnych mis#/100= 4,6415¢.

CVICENI K _PRIKLAD UM 1A 2

1. Pomoci ¥ty o prvnim diferencialu asfte platnost vSechiipliznych vzord uvedenych \Brevi&i
v poznamce na str. 20.

2. Pomoci ¥ty o prvnim diferencialu gete griblizn¢ hodnoty nasledujicich vyraa srovnejte je s hodt
notami ziskanymi vyptiem na kalkul&ce.

a) 31400 b) 11° C) o d)sin32 @  e)arctgl,05 arctg

! Nezapomate argument funkce sirfgvést na obloukovou miru.
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TAYLOR UV ROZVOJ

PRIKLAD 3
Nalezréte Tayloiv polynom obecného stupm pro funkcif(x) =€ a bod

a=0,T,(x¢€,0).

Reseni
Podle obecného vzorce plati

T(x f,9=>2 f9(a(x 3.

Ke konstrukci Taylorova polynomu stupn pro funkcif na okoli bodua musime tedy znéat
derivace rozvijené funkce az #dun. V naSem fipadt to znamena, Ze musimesr

> Q@)= f(a)=¢€ =1,

> f'()=(eg)=¢€¢ a f'(a=¢€ =1,

> f'(x)=(e)"=(€)=¢€&af"(a)=¢€ =1,

> f(”)(x):(ex)(“)=...=e‘ a f‘”’(a):eozl.

Po dosazeni do obecného vzorce takto ziskame

T (% e‘,0)=§n:%x1x (x-0f =

n
LX=1 wd k+..+1 R
k=0 k=0

Kl

PRIKLAD 4
Pomoci Taylorovych polynoinriaznych stupt pro funkcif(x) = € na okoli
bodua = 0 ukete giblizné¢ hodnotu Eulerovaisla.

Reseni
Funkcie® mizeme na okoli bodu 0 aproximovat podteqrhazejicihoifkladu polynomem

€ =T(x&0)=)% X.
k=0
Pro Eulerovaiislo mizeme tedy psat

e=ée=T( é,O):zn:%.

Numerické vysledky, které takto ziskame pii@ané hodnotyn jsou shrnuty v nasledujici ta-
bulce. Porovnejte je s hodnototepnou na 9 desetinnych mist2,71828182)).

n T.L€,0) n T.L€,0)

1 2,0 6 2,718555556
2 2,5 7 2,718253968
3 2,666666667 8 2,718278770
4 2,708333333 9 2,718281526
5 2,716666667 10 2,718281801

Poznamka
Jiz pomoci Taylorovych polynoimizkychiadi jsme tedy schopni &it hodnotu Eulerovéisla velmi fesre.
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PRIKLAD 5
Pomoci Taylorova rozvoje prarctg(x ) se pokuste it pribliZnou hodnotu

Ludolfovacisla.

ReSeni

Vime napiklad, Zze /7= 4xarctg(Ll. Pokusime se protodit hodnotu Ludolfovaiisla pomoci
priblizného vztahurr=4xT (1 arctg,0. Nejdive ovSem musime najitiiplusny Tayloév

polynom, a to dostate¢ vysokéhoradu. Pro jednoduchost @ghlednost se omezime réad

stvrty. Ctend se ovem tive pokusit o dosazerddi vyssich.

NalezeniT, & ;arctg,(

» f(x)=arctg(x), f(0)=arctg(0y= (
1 1

> f’(x):m, f'(O):mzl’
o= fr0)=-—20 =,
(1+X2) (1+02)
2— [—
> =2 =802
(1+X2) (1+02)
> f(4)(x):%_)f), f(4)(0)=24><0>< (1—46)=0
(1+x2) (1+02)
Mizeme tedy psat
T,(x arctg, 0)= 0+1 x+2 x°'+(_—2) X%,_O % = x——l =3
1 2! 3! 41 3

Uréeni Ludolfovatisla

m=4xT (Larctg,0F &« (}% ):gi 2,6.

Poznamka

VSimnete si, Ze ziskany vysledek neriibec gesny. Na rozdil odifkladu 4, kdy jsme byli schopni &it pomgr-
ng presnou hodnotu Eulerovdsla pomoci Taylorovych polynaimevysokychiadi, bychom nyni k dosazeni
dostaténé presnosti museli pouzit Taylorova polynomu velmi Wédmoradu. Pouzity rozvoj funkcarctg neni
proto pro vypdet hodnoty Ludolfova&isla @ilis vhodny.

CVICENi K PRIKLAD UM 3-5
1. Pomoci Taylorovy &ty owite platnost vSech vzataivedenych \Brevi&‘i v poznamce na str. 21.

2. Pomoci Taylorovych polynoinstupré 2 a 3 upesréte hodnoty vyrai z cviéeni 2 k pikladim 1 a 2 g
srovnejte je s hodnotami ziskanymi v{pm na kalkuléce.

a) Y1400 b) 11° C) o d) sin32 @  e)arctgl,05 arctg

2 Nezapomate argument funkce sirfgvést na obloukovou miru.
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PouziTi TAYLOROVA ROZVOJE P RI VYPOCTU LIMIT

PRIKLAD 6

. . 1-cosx
Urgete lim ——.
x-0 XSIin X

Reseni
Uvedenou limitu nelze vygdétat grfimym pouzitim algebraickychéy, ziskali bychom totiz
neukity vyraz

im 1-cosx _ + cosQ |

x-0 xsinx 0xsin0 C

Jednou z moznosti, jak si s ni porddje rozvést funkce sinus a kosinus na okoli bodu,
v némz limitu paiitame & = 0) pomoci Taylorovy &y a pejit tak, az na zanedbatelné od-
chylky, k limit¢ podilu dvou polynor. S takovou limitou si uz totiz poradit umime — viz
piiklady a cvéeni wnované limitam.

Otazkou ovSem je, jakého stwpmaji piislusné Taylorovy polynomy nabyvat. Na jedné strignjasné, z&im
niZsi stup® budou pouZzité polynomy mit, tim m&nara&né vypaty budeme muset provéid Na druhé stran

ale, [ilis nizky stupé pouzitych Taylorovych polynotnemusi vést k cili. Nejjednodussi pravidlo, ktené
Zemecttendi poradit, je zait polynomy co nejnizSich stip (nag. linearnimi) a podle pédby jejich stups
zvySovat tak dlouho, dokud neziskame smyslupinyedgk.

| my zanéme na$ vype&et Taylorovymi polynomy funkci sinus a kosinus stupri:
cosx=1+o (x)asinx=x+0 (X > Po dosazeni mame

I LAY R YO I

>L0 X[X+ Q()@] x-0 ¥ + XQ( X_ xﬁoXIZl_l_ 02)(<x):|.

Protoze ale podle definice plati

lim 2 =|jm 2% =0,
x-0 X-0
je téz
o (x)
lim———=
X0 X|:1+ OZ(X)]

olo

X

Vypocet pomoci Taylorovych polynoimprvnihoifadu nevede zjewnv naSem fipadt k cili,
budeme muset tedy pouzit polynbstupia vysSich. DalSi ndad jsou polynomy stuph2:
cosx=1-1x+q (¥ ) asinx=x+0q,(X). Po dosazeni v tomtaipact jiz ziskame hledany
vysledek

%)

{13t 00)]_aea(d) €[

lim = =
X0 x|:x+ 04()(7-)] X=0 x2+XO4(X2) X*OX2|:1+ X°4(;2):|
X
© im 1 —lim =)
1 %07 lim1-lim % 1
=lim 2 £ = x=0 x-0 X ==
=014 x%09  jim1+ lim xxlim 22 2
X X0 X=0 x>0 X =

% Dalsi moznost si ukaZeme v kapitolmevané L Hospitalovu pravidlu.

* Taylorovy polynomy funkci sinus a kosinus uvadiwBrevi&i na str. 21. TamtéZ na str. 19 je uveden i vy-
znam symbai o(x").

®> Symbolyo(X) oznauji pro kosinus a sinus obecriizné funkce, odliujeme je tedy indexem.



Diferenciélni p@et funkci jedné realné pramné -6.5-

neba’ podle definice platfim %if) =lim °“i§2) =0.
X— X

CVICENI K PRIKLADU 6

1. Urgete nésledujici limity (pomoci Taylorovych rozérej bod 0)

e —1 e -(1+ %) 1+ x-1 d) lim 2retox i (1+x)'° - (1+ 100x )
20 sinx oy 1- cosx ° IxIrJg’§/1+x—1 s tgx &0 (L+x)*° = (1+ 99%)
Vysledky:

CVICENIi K_PRIKLAD UM 1-2
3/1728-328=1124 5 3

a) b) 41800 c) 982010
3v1331+69=1118

d 0,53 e) 0,0244

CVICENIi K_PRIKLAD UM 3-5
3/1728-328=1128371 5 3

b) 41810 c) 982010

3v1331+69=1118689

d) 0,53023 e) 0,0233

CVICENI K PRIKLADU 6

a) 1 b) 1 c) 3 d) 1 e) 0




