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LOKALNI A GLOBALNI EXTREMY
FUNKCIi JEDNE REALNE PROMENNE

LOKALNi EXTREMY

Pti hledéani lokalnich extrémi postupujeme podle nasledujiciho programu

» Nalezneme podezielé body, tj. body, v nichz ma funkce nulovou prvni derivaci (nebo prvni derivaci nema
¢i dokonce neni ani spojita).

» V téchto bodech uréime hodnotu druhé derivace studované funkce. Je-li kladna, jedna se o lokalni
minimum, je-li zaporna, jedna se o lokalni maximum.

» Je-li v nékterém z podezielych bodi druha derivace nulova, musime ke koneénému rozhodnuti o povaze
extrému pouzit derivace vyssi. Tyto vyssi derivace pocitame tak dlouho, dokud nenarazime na prvni
nenulovou. Je-li lichého tadu, funkce v tomto bodé¢ lokalni extrém nema4, v piipadé nenulové derivace
sudého fadu, funkce v tomto bod¢ lokalni extrém ma. Pro kladnou derivaci se jedna o lokalni minimum,
v piipadé derivace zaporné o lokalni maximum.

Pokud v nékterém z podezielych bodl prvni derivace neexistuje, nebo je funkce dokonce nespojita, test s druhou
(vyssi) derivaci pochopitelné neprovadime. O povaze extrému musime zpravidla rozhodnout pfimo pomoci
definice (lokdlnich extrémi). Velmi uziteCny byva obrazek, ktery obvykle ziskdme vySetfenim prabéhu
studované funkce na malém redukovaném okoli podezielého bodu.

PRIKLAD 1
Naleznéte lokalni extrémy funkce f(x)=x"—-3x+4.

ReSeni
Podezielé body
> f'(x)z(x2 —3x+4)’ =2x-3,
> ff(x)=0=2x-3=0x=3/2.

Jedinym podezielym bodem je x=3/2. Zadné dal§i podezielé body neexistuji, protoze
funkce je spojita a diferencovatelna na celém svém defini¢nim oboru.

Test s druhou derivaci
> ') =(x -3x+4) =(2x-3) =2,
> f"(3/2)=2>0.

Funkce tedy nabyva pro x = 3/2 svého lokalniho minima.

PRIKLAD 2
Naleznéte lokalni extrémy funkce f(x)=—x"+4x’ —6x” +4x—1.

ReSeni
Podezielé body

> ()= (x4 —6x3 +4x—1) = —4x’ +120° 1 2x +4,

> f(0)=0& —4x' +12x* —12x+4=0=—4(x-1) =0 = x=1.

Ani v tomto pfipad¢ zadné dal$i podezielé body kromé x =1 neexistuji. Zadanad funkce je
opét spojita a diferencovatelnd na celém svém defini¢nim oboru.
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Test s druhou derivaci
> 10 =(—xt +4x’ —6x> +ax—1) = (42’ +12x° ~12x+4) = 1227 +24x-12,
> f"(1)=0.

Pomoci samotné druhé derivace nelze tedy o existenci ani o povaze lokalniho extrému
rozhodnout. Musime tedy provést test s vy$simi derivacemi.

Test s vy$§imi derivacemi

> f"’(x)=(—l2x2+24x—12)' =_24X+24, fm(]):().

> fOx)=(-24x+24) =-24, £ (1)=-24<0.

Prvni nenulovou derivaci je tedy derivace ¢tvrta (suda!), funkce ma tedy v bod€ x = 1 lokélni
extrém. ProtoZe je tato derivace zapornd, jedna se o lokdlni maximum.

PRIKLAD 3
Naleznéte lokalni extrémy funkce f(x)=x".

Reseni
Podezielé body
> f(x)=x =3,
> f(x)=03x"=0<x=0.

Zadné dalsi podezielé body neexistuji — funkce je spojita a diferencovatelna na celém svém
defini¢nim oboru.

Test s druhou derivaci
> "0 =x"=(3x) =6x,
> f"(0)=0.

Na zaklad¢ druhé derivace nelze o existenci ani o povaze lokéalniho extrému v tomto piipadé
rozhodnout. Nésledovat musi proto test s derivacemi vys§imi.

Test s vy$8§imi derivacemi

> f"(x)=(6x) =6, f"(0)=6>0.

Prvni nenulovou derivaci je derivace tieti (lichd!), funkce nema proto v bodé x = 0 lokalni
extrém. Ve skutecnosti se jedna o inflexni bod.

CVICENI K PRIKLADUM 1-3

1. Naleznéte lokalni extrémy téchto funkci a uréete jejich typ

2
X

a) f(x)=-x"+3x-2 d) f(x)=— g f(x)=e"
x"+1
b) f(x)= (=1’ &) S =175 h) f(x)=o—4x’

&) ()= (x-2) D f()=x+s i) f(x)= cos’ x
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GLOBALNI EXTREMY

Pti hledani globalnich extrémt zadané funkce na uzavi‘eném intervalu (a, b) postupujeme podle takto

Na intervalu (a,b) nalezneme body, v nichz funkce nabyva svych lokalnich extrémd,

k nim pfidame krajni body intervalu a a b a ziskdme tak mnozinu bodi, v nichz mize studovana funkce
svého globalniho maxima ¢i minima na zadaném intervalu nabyvat.

Pro vSechny podezielé body urc¢ime funkéni hodnoty studované funkce a sefadime je podle velikosti.

V bod¢ (bodech), v némz je funkéni hodnota nejvétsi, nabyva funkce na daném intervalu globalniho
maxima, v bodé¢ (bodech), v némz je funkéni hodnota nejmensi, globalniho minima.

VV VYV

Pfi hledani globalnich extréml na polouzavienych ¢i otevienych intervalech, musime vénovat zvySenou
pozornost krajnim bodiim, viz ptiklady 5 a 6.

PRIKLAD 4
Naleznéte (globélni) extrémy funkce f(x)=x"—3x+4 na intervalu <0, 2> .

Reseni
Podezielé body na (0,2)

> f(0)=(x-3x+4) =2x-3,
> ff(x)=0=2x-3=0<x=3/2€(0,2).
Z4dné dalsi podezielé body na uvedeném intervalu neexistuji — viz piiklad 1.

Vsechny podezielé body

> x,=0 - levy krajni bod intervalu,
> x,=3/2 - lokalni extrém,
> X, =2 - pravy krajni bod intervalu.

Tabulka funkéni hodnot v podezielych bodech
> f(0)=0"-3x0+4=4,
> f(3/2)=(3/2)"-3x(3/2)+4=1,75,
> f(2)=2>-3x2+4=2.

Globalni extrémy

V bod¢ x = 3/2 nabyva studovana funkce na zadaném intervalu svého globalniho minima (toto
minimum je soucasné i jejim minimem lokélnim) a v bodé¢ x = 0 globalniho maxima (toto
maximum naopak lokalnim maximem studované funkce nent).

PRIKLAD 5
Naleznéte (globalni) extrémy funkce f(x)=x>—3x+4 na intervalu (0, 2> .

ReSeni
Zamérné volime stejnou funkcei a velmi podobny interval jako v piikladu 4. Porovnejte ob¢
reseni.

Podezielé body na (0,2)

> f’(x)z(x2—3x+4)’ =2x-3,
> f(x)=0&2x—3=0c x=3/2€(0,2).
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Z4dné dal3i podezielé body na uvedeném intervalu neexistuji — viz piiklad 1.

Vsechny podezielé body

> x=0 - levy krajni bod intervalu

(pozor! — nepatii do mnoziny, na niz globélni extrémy vysetfujeme),
> x,=3/2 - lokélni extrém,
> x;=2 - pravy krajni bod intervalu.

Tabulka funkéni hodnot v podezielych bodech
> f(0)=0"-3x0+4=4,
> f(3/2)=(3/2)"-3x(3/2)+4=1,75,
> f(2)=2"-3x2+4=2.

Globalni extrémy

V bodé x = 3/2 nabyva studovana funkce na zadaném intervalu svého globalniho minima.
Toto minimum je sou€asné 1 jejim minimem lokalnim. AZ dosud se naSe zavéry nelisi od
zavera prechazejiciho prikladu.

Globalniho maxima by méla studovana funkce nabyvat v bodé¢ x =0. Tento bod vSak do
intervalu (O, 2> nepatii. Musime proto konstatovat, Ze na intervalu (0, 2> funkce svého

maxima nenabyva.

PRIKLAD 6
Naleznéte (globélni) extrémy funkce f(x)=x"—3x+4 naintervalu (2,3).

ReSeni
Podezielé body na (2,3)

> f'(x)z(x2—3x+4)':2x—3,
> f'(x)=0=2x-3=0<=x=3/2¢(2,3).
Bod x = 3/2 tedy mezi podezielé body nezahrneme.

DalSimi podezielymi body by byly krajni body zadaného intervalu. ProtoZe do néj nepatii a
zadny dalsi podeziely bod, s nimz bychom porovnavali funkéni hodnoty v nich nabyvané,
neni k dispozici, nemusime je brat v tvahu.

Na uvedeném intervalu nemame tedy k dispozici zadny podeziely bod, a funkce f proto
na ném svého globalniho maxima ani svého globalniho minima nenabyva.

CVICENI K PRIKLADUM 4-6
1. Naleznéte globalni extrémy zadanych funkci na zadanych intervalech
a) f(x)=x"-5x+4, xe(1,3) d) f(x)=2x""-9x+124x, x€(0,4)
b) f(x)=2x"-9x* +12x+1, x (0,1) ©) S()= T xe(-2.1)
+x
1 1 2
¢) f(x)=———=——x", xe(-3,43 f) f(x)=5-x-——=, xe(1,3
/4 _ x2 2 < > f \/; < )
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POUZITI V PRAKTICKYCH ULOHACH

Uloha nalézt extrémy funkci jedné, ale i vice redlnych proménnych se ¢asto vyskytuje v piirodovédnych,
technickych ¢i dokonce v ekonomickych, finan¢nich nebo i sociologickych aplikacich. Zpravidla vyzaduje
dikladnou analyzu, pfi které se snazime na zaklad¢é obecného zadani formulovat zadani matematické, tj. urcit

» funkci, jejiz extrémy budeme hledat,
» interval hodnot, kterych miZe nezavisla proménna (nastavitelny parametr) nabyvat.

Teprve po provedeni této Givodni analyzy mutzeme pfistoupit k samotnému vySetieni extrému prostiedky a
postupy, které jsme procvic¢ovali vyse.

PRIKLAD 7
Motouzem o délce L vymezte obdélnikovy pozemek maximélni plosné vyméry.

ReSeni
Analyza ulohy
Obd¢lnik je zadédn svymi stranami a a b. Jeho obvod (ktery odpovida délce motouzu L) je dan
vztahem O = 2(a+b) a ploSny obsah vztahem S = ab.
Ze zadani Ulohy plyne, Ze L = 2(a+b), neboli b = L/2-a. A pro ploSny obsah S = a(L/2-a).
Méme proto hledat maximum funkce '

S(a)=al/2-a’,

a to zfejmé na intervalu a € <O,L / 2> .

Nalezeni extréemu
Podezielé body na (0,L/2)

> S(a)=(aLl/2-a*) zi(aL/z—a2)=L/2—2a,

da
> S(a)=0<L/2-2a=0<a=L/4e(0,L/2).

Zadné dalsi podezielé body neexistuji, protoze funkce je spojita a diferencovatelna na celém
svém definicnim oboru.

Vsechny podezielé body

> a,=0 - levy krajni bod intervalu
> a,=L/4 - lokalni extrém,
> a,=L/2 - pravy krajni bod intervalu.

Tabulka funkéni hodnot
> S(0)=0xL/2-0*=0,
> S(L/4)=(L/4)x(L/2)—(L/4) =L/16,
> S(L/2)=(L/2)x(L/2)~(L/2) =0.

Globalni maximum

Funkce S(a)=a L/2—a’ nabyva svého globalniho maxima na intervalu <0,L/ 2> v bodé

a =L/4 . Hledany obdélnik ma proto rozméry a =b = L/4. Jedna se tedy o ¢tverec.

'L je zadana konstanta.
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CVICENI K PRIKLADU 7 ©?

minimalni.

. w

bude mit z testu alespon 100(1 -

1. Soucet dvou nezapornych ¢isel je 12. Najdéte tato Cisla, jestlize soucet jejich tfetich mocnin je

minimalni povrch a tudiz se na jeji vyrobu spotiebuje nejméné plechu?

3. Zplechu o rozmérech 10 cm x 20 cm mame vyrobit krabici bez vika tak, ze v kazdém rohu
vyfizneme ¢tverce stejnych rozmérd a pak ohnutim slozime étyfi stény. Jak velké ¢tverce musime
vyfiznout, aby objem takové krabice byl maximalni?

4. Jakou nejvétsi délku ma horizontalni usecka ohranicena grafy funkci y = Jx a y=x
definovanych na intervalu (0,1) ?

5. Vyrobce mydlovych vloc¢ek ma stalé tydenni vydaje 10 000 dolarti a nadto 200 dolarti na kazdou

vyrobenou tunu vloc¢ek. Stanovi-li cenu vlo¢ek na p dolard, proda jich 500 — p/2 tun tydné. Pfi jaké
cené bude jeho zisk maximalni?

6. Ucitel matematické analyzy dovolil studenttim, aby si zvolili kladné ¢islo x s tim, Ze student, ktery

12x
10x2+21

7. Pobfezi jezera se tahne od vychodu k zapadu. Muz se plavi v ¢lunu 5 km severné od pobiezniho
mista 4 a chece se dostat do mista B, které lezi 10 km vychodné od 4, v co nejkratsim case. Jakou
nejmensi dobu k tomu potiebuje, plavi-li se rychlosti 3 km/h a chodi-li rychlosti 5 km/h?

) bodii, udéla uspésné zkousku. Jak maji x zvolit?

Vysledky:

CVICENI K PRIKLADUM 1-3

la) «x :% lok. max.

x =0 lok. min.

1b
) x = %1 lok. min.

lc) x =2 lok. min.

—+

1d) x==%1 lok. @ax.
x=0 Ilok. min.
Funkce nema lok.

le) .
min

1) Fance nema lok.

min.

Ig) x=0 Ilok. max.

. x =0 lok. max.
max ani

1h 3
) X =+ — lok. min.

x={nz} kde n e N lok.

max. ani . max

1i) _
X = {w} lok. min

CVICENI K PRIKLADUM 4-6

x =1 glob. max.

1
2) X = — glob. min.
2
Ib) x=1 glob. m.ax.
x =0 glob. min.
x =1 glob. max.
(9]

X = i\/g glob. min.

1d)

le)

1f)

x =1 glob. max.
x =4 glob. min.

x =—1 glob. min.
glob. max neni

x =1 glob. min.

x =2 glob. max.

2 Vybrano z L. GILLMAN, R. H. MCDOWELL, Matematicka analyza, SNTL, Praha 1980.



Diferencialni pocet funkci jedné redalné proménné -4.7 -

CVICENI K PRIKLADU 7

1.
2.

bl

a,b=6,

4

Vv
Nejekonomi¢téjsi tvar konzervy je, kdyz r = 3[— a v =—>.
\ 27 Vs

Krabice z plechu bude mit maximalni objem, pokud z rohti plechu odstfihneme ¢tverce o stranach
10
J6
3
4|— .

8

Zisk vyrobce mydlovych vlo¢ek bude maximalni pfi cené 600 dolarti za jednu tunu vlocek.
MEéli by zvolit ¢islo 4/2,1 .
3,28 hod.

a
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