Diferencialni pocet funkci jedné redlné promenné -3.1-

VEKTOROVE A KOMPLEXNI FUNKCE
JEDNE REALNE PROMENNE

LIMITY VEKTOROVYCH A KOMPLEXNICH FUNKCI

PRIKLAD 1

41 x*—4 x-2
Urcete 1irr21 f(x) vektorové funkce f(x) = {x X al .

x—1"x-2" x

ReSeni
Limita vektorové funkce se pocita po slozkach, mizeme tedy psat

2 2_ _
linzlf(x):[limx im2 =2 fim > 2},

x—2 x_l x—2 x_2 2 x

¢imz cely problém pievadime na ulohu vypoctu tii limit redlnych funkci jedné redlné
proménné (viz kapitola 1 Spojitost a limity). Snadno zjistime, ze

2

1imx +1:5 ) hmx _4:4 a limx_ZZOa

=2 x—1 2 x =12 x>2  x
a tedy

() <[5.4.0].
PRIKLAD 2
Urcete lin(} f(x) komplexni funkce f(x)= smxy 1—cosx .
x—> X

Reseni

Limitu komplexni funkce f(x)= f; (x)+i f;(x) pocitdme podle obecného vzorce
lim f(x) =lim f; (x)+ilim f,(x).

V nasem piipadé to znamena, ze

. . sinx .. l—cosx . sinx .. l-cosx
hmf(x)zhm—ﬂhm[— jzhm —ilim .
x>0 x>0 X x>0 X x—0 X x>0 X
Protoze ale z kapitoly 1 (Spojitost a limity) vime, Ze
. sinx . l—cosx
lim =1 a lim =0,
=0 x x—0 X

mizeme bez otaleni psat
lingf(x):1+i0:1.
x> =



Vektorové a komplexni funkce -3.2-

CVICENI K PRIKLADUM 1-2

1. Vypocitejte limity nasledujicich vektorovych a komplexnich funkei v zadaném bodé

X' X ¥ -1 ¥ —2x-3
a) f(x)=| ————, , 4=+ = +i ,a=-1
) 1) {4)610—)6X 1-3x ©) /) X lx3+x2+4x+4 “
tgx 4sin’x tgx x* 6x> —x—1
b) f(t)=| =, , ,a=0 d = —i ,a=—
) 1) {Zx x> sinx ) S () x4+ xt = x? ll2x2+14 =

2. Pomoci vét o limit€ souctu a soucinu realnych funkci dokazte platnost podobnych tvrzeni i pro funkce
vektorové (symbolem - oznadujeme skalarni a symbolem x vektorovy soudin) '

) li_l}q[f(x) + g(x)] = liin f(x)* li_r}n g(x),
ob) lim[f(x)-g(x)] = limf (x)-limg(x) ,

eecC) lim[f(x) X g(x)] =limf(x)xlimg(x) .

3. Pomoci vét o limité souctu, soucinu a podilu realnych funkci dokazte platnost podobnych tvrzeni i pro
funkce komplexni

o) lim[ /() £ g()] = lim f (x) +lim g (x)
ob) lim[ £(x)- g(x)] = lim f(x)-limg(x),
eec) lim[ f(x)/ g(x)] = lim £ (x)/lim g(x)

Derivace vektorovych a komplexnich funkeci

PRIKLAD 3
Urcete derivaci vektorové funkce f(x) = [cos x,—sinx, x* + 1] v bod¢
a=2mn/3.

ReSeni
I derivace vektorovych funkci pocitame po slozkach. Pro nase konkrétni zadani to znamena,
ze plati

£'(x) =[ (cosx)', (=sinx), (x* +1)' ]
a po provedeni naznacenych derivaci

f'(x)= [— sin x,—cos x, 4x’ } i

Derivaci funkce f v bod€ a =2n/3 nakonec dopocitdme prostym dosazenim

1e2my c2 2 2n\3 || M3 1 323
f(T“)—[—smT“,—cosT“A(T“) ]—[—7,7,—711 ]

! Navod: Prejdéte k vyjadieni vektorovych funkei jako usporddanych n-tic funkei realnych a vyuzijte tvrzeni

m[f,,..., £,] =[lim f,,....,lim £, ].



Diferencialni pocet funkci jedné redlné promenné

PRIKLAD 4
Urcete derivaci komplexni funkce f(x)=cos(2x)-+isin(2x) v bod¢

— 3n
a—4.

Reseni
Derivaci komplexni funkce f(x)= f; (x)+i f,(x) pocitime podle obecného vzorce
0= fl @+if (),
coz v nasem piipadé dava
£'(x) =[cos(2x)] +i[sin(2x)] = -2sin(2x) + 2i cos(2x)
a po dosazeni

S'CGF) = =2sin(2x ) + 2i cos(2 x ) = =2sin(F) + 2cos(F) = (-2) x (-1) +2x0 =2.

CVICENI K PRIKLADUM 3-4
1. Vypocitejte derivace nasledujicich vektorovych a komplexnich funkei v zadaném bodé

a) f(x)= [cos(4x +2),sin(4x + 2)] , a= % ¢) f(x)=In(4x+3)+iN2x+5, a=—%
b) f(x)= ¢ _267 , ¢ ;ei 2x+x" |, a=0 d) f(x)=arcsin(2x)+iarccos(2x), a = ﬁ

2. Pomoci vét o derivaci souctu a soucinu realnych funkci dokazte platnost podobnych tvrzeni
i pro funkce vektorové (symbolem - oznadujeme skalarni a symbolem x vektorovy sougin) >

oa) [f+g] (0)=f'(x)+g'(x),
ob) [f-g] (x) =F'(x)-g(x) +(x)-g'(x),
eec) [fxg] (x)=F'(x)xg(x) +F(x)xg'(x).

3. Pomoci vét o derivaci souctu, soucinu a podilu redlnych funkci dokazte platnost podobnych tvrzeni
i pro funkce komplexni

oa) [fg] (0)=f(D)tg'(),
ob) [/-g] ()= () g+ f(x)-g'(x),

ee() |:i:|l (x) = f'(X)~g(X)2—f(x)-g’(x)
g g (x)

? Navod: Prejdéte k vyjadieni vektorovych funkci jako uspofadanych n-tic funkci realnych a vyuzijte tvrzeni

[fion 1] =[f1f}



Vektorové a komplexni funkce

Vysledky:

CVICENI K PRIKLADUM 1-2

12) lgrglcf(x):{%,f%} 1) }Lrl}lf(x):Z—%i
10) lirr[gf(x):BA,l} 1d) lim f(x):—%i

CVICENI K PRIKLADUM 3-4

2 2

1b)  /(0)=[102] 1d)  f/(x)= 415 — 4% 5i

1a) f'(%):[74-sin3,4-cos3] Ic) f’[,l):prli




