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7 Obycejné diferencialni rovnice

7.1 Zakladni pojmy

Diferencialni rovnice

Definice
Obycejnou diferencidlni rovnici n-tého iddu rozumime rovnici

F(x,y,y',...,y(”)) =0

nebo, je-li takzvané rozrresena vzhledem k nejvyssi derivaci, rovnici tvaru

Y = f(x,y,y’,...,y(”_”) )

Poznamka

e Slovng feCeno, jedna se o vztah mezi funkci y(x) jedné proménné a jejimi derivacemi. Rad diferencialni
rovnice je dan nejvyssi derivaci, ktera se v rovnici vyskytuje.

e Specialnim pfipadem je diferencidlni rovnice prvniho fadu F (x, Vv, y') =0 nebo, je-li rozfeSena vzhledem

k prvni derivaci, y' = f(x,y) .

Piiklad
Rovnice y"—xy”> +cosx =0 je obyéejnou diferencialni rovnici druhého adu pro neznidmou funkci y nezavislé
proménné x.

Partikularni reseni

Definice
ReSenim neboli integrdalem (také partikuldrnim integrdlem nebo integrdlni kiivkou) rovnice

F(x,,y")=0 nazgvame kazdou funkci y=g(x), kterd v uvaZovaném oboru této rovnici

identicky vyhovuje.

Poznamka
e Uvazovanym oborem je nejCastéji otevieny interval 7, specialné napf. okoli n¢jakého bodu nebo celd mnozi-
na R realnych cisel.

e Formulace ,,vyhovuje identicky” znamena, Ze po dosazeni feSeni g(x) za y do diferencialni rovnice do-
staneme vztah, ktery je splnén ve vSech bodech x uvazovaného oboru.

e Reseni mize byt ddno také jako implicitni funkce, tzn. rovnici h(x, y) =0, kdy y chapeme jako veli¢inu
zavislou na nezavislé proménné x .

e Reseni diferencialni rovnice prvniho fadu y'= f (x, y) ma geometricky vyznam. Uvedenou rovnici je dano
tzv. smérové pole, které kazdému bodu [x, y] z uvazovaného oboru pfifazuje smérovy element (kratkou
use¢ku) se smérnici tga = y' . Vyiesit diferencialni rovnici znamena najit takové kiivky, které se v kazdém
svém bod¢ dotykaji smérového elementu.
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Poznamka

Obecné vzato nemusi mit uréita diferencialni rovnice v uvaZzovaném oboru zadné feSeni, nékolik feSeni nebo i
nekonecné mnoho feseni. V praxi je dulezité védét, zda feseni vibec existuje a je-li (pfipadné za jakych podmi-
nek) jednoznacéné. O tom hovoii nasledujici véta.

Pocate€ni podminky

Véta
Necht’ je dana diferencidlni rovnice n-tého fadu rozieSend vzhledem k nejvyssi derivaci, tj. ve
tvaru

= f(er ey,

abod Pla,b, b, ...b, |. Necht funkce f, %, 1, i_l jsou spojité (jako funkce n+1
o dy d dy" "

proménnych) v okoli bodu P. Pak vurCitém okoli bodu a existuje pravé jedno fteSeni
y=g (x) , které splituje tzv. pocdteéni podminky

yv(a)=b, y'(a)=b,, ..., y""(a)=b,.

Poznamka

e Pocatecni podminky ptfedepisuji hodnotu hledaného feSeni a jeho (n—l) derivaci ve vybraném bod¢ a .
Volbou pocate¢nich podminek si vlastné vybirame z mnoha ptipustnych feseni pouze jediné.

e Véta ma lokalni charakter (pojednava o feseni v okoli bodu a). Silnéjsi vétu, ktera by zarucovala existenci a
jednoznacnost feseni v celém uvazovaném intervalu /, je mozné formulovat napfi. pro tzv. linearni diferenci-
alni rovnice (budou uvedeny dale). Obecné nalezneme-li feSeni urcité diferencialni rovnice s danymi poca-
te¢nimi podminkami v néjakém okoli bodu a, musime vySetfit, zda je mozné toto feSeni rozsifit i mimo toto
okoli (napf. na cely interval) a zda je toto rozsifeni jednoznacné.

e Obecnéjsi tvar diferencialni rovnice, tj. F (x, VoV s y”’)) =0, pouzit nelze, protoze ani za uvedenych po-

mérné€ ptisnych podminek pro funkci F neni zarucena jednoznacnost feSeni.

Poznamka
Nalezené feSeni (v okoli zvoleného bodu a) je déno volbou pocateCnich podminek, tzn. n-tici hodnot

[bl’,bz,...,bn]. Je tedy funkci n volnych parametri. Nabizi se otdzka, zda je mozné formulovat takové feSeni

dané diferencialni rovnice, ve kterém by vystupovalo n nezavislych parametra (konstant nezavislych na promén-
né x), jejichz vhodnou volbou by toto feSeni pieslo v feseni vyhovujici konkrétni pocateéni podmince.

Obecné feSeni

Definice

Necht' Q je (nt+1)-rozmérna oblast slozena z takovych bodu P[a,bl‘,bz‘...,bn], pro které ma
rovnice y" = f (x, VY. y("‘“) pravé jedno feseni. Obecnym ieSenim (obecnym integrd-
lem) diferencidlni rovnice y'" = f (x, Yoy, yY ) vzhledem k oblasti O rozumime tako-

vou funkei g(x,C,,C,....,C,) proménné x a konstant C,,C,....C, takovou, Ze pro kazdy bod
P e Q lze témto konstantdm pfifadit (a to jednoznacng) takové Ciselné hodnoty, Ze vznikla
funkce proménné x, tj. y(x)=g(x,C,C,,....C,), je feSenim dané diferencialni rovnice

s pocatecnimi podminkami y(a)=5,, y'(a)=b,, .., ¥ (a)=b,.
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Poznamka

e Receno jinak, obecné feseni (vzhledem k oblasti Q) v sobé obsahuje vSechna partikularni feseni (odpovi-
dajici pocateCnim podminkam P € ) a tato partikularni feSeni z né¢j dostaneme vhodnou volbou konstant.

e Zadna z konstant C,,C,,...,C, vobecném feSeni neni zbytecnd, tzn. nelze ji vypustit ani spojit s jinou kon-
stantou. Pokud by bylo mozné snizit pocet konstant napt. ekvivalentni upravou a zavedenim konstant no-
vych, nemohlo by jit o obecné feseni.

e Obecné feseni bylo vyse exaktné definovdno pouze pro diferencidlni rovnici rozieSenou vzhledem
k nejvyssi derivaci. Bézn€ se termin ,,obecné feseni® (v urcité oblasti Q) pouziva volnéji pro takovou funk-
ci g(x, c.G,,...C, ), kde vhodnou (ale ne nutné jednoznac¢nou) volbou konstant C,,C,,...,C, lze splnit li-
bovolné pocatecni podminky z oblasti . Pocate¢ni podminka, dana napt. bodem Pl:a,bly,bzy...,bn] eQ,
tedy miize byt splnéna dvéma ¢i vice riznymi volbami konstant C,,C,,...,C,, kterym odpovidaji rGiznd par-
tikularni feSeni. V tomto smyslu Ize hovofit i o obecném feseni diferencidlni rovnice neroziesené vzhledem
k nejvyssi derivaci.

Priklad

Obecnym integrdlem diferencidlni rovnice "—3)'—2y=0 vzhledlem koblasti Q=R’ je funkce
y=Ce™ +C,e. Pro libovolné potatecni podminky y(a)=b, y'(a)=b,, kde a,b,b, e R (neboli bod
Plab, b, |eQ), stadi vzit C, =§(b1 +b,)e?, C, =é(2b1 —b,)e" . Dosazenim t&chto hodnot do obecného

integralu obdrzime partikularni integral
1 ‘—a a-x
y=§|:(b1+b2)ez(' J+(2b,-b,)e ],

ktery spliiuje ptivodni diferencidlni rovnici v celém realném oboru a vyhovuje zvolené pocatecni podmince.

Singularni feseni

Poznamka

V praxi se pomérné Casto objevuje pfipad, kdy kromé obecného feSeni néjaké diferencialni rovnice (vzhledem
k n¢jaké oblasti Q) existuje i feSeni, které nelze ziskat z obecného feSeni zadnou volbou konstant, ale které
splituje danou diferencialni rovnici pro urcité pocate¢ni podminky.

Definice

Singuldarnim FeSenim (singuldrnim integrdlem) diferencialni rovnice rozieSené vzhledem
k nejvyssi derivaci nazyvame takové feSeni (integralni kiivku) této rovnice, v jehoz kazdém
bodé je porusena jednoznagnost, tzn. kazdym bodem [x,y] tohoto Feeni prochazi jesté jiné

feSeni (integralni kiivka).

Poznamka
e Singularnim feSenim je napf. obalka (pokud existuje) parametrického systému kiivek tvoreného obecnym
feSenim.

e Véta o jednoznacnosti feSeni neni narusena, pouze v bodech, kterymi singularni feSeni prochazi, nejsou
splnény predpoklady jeji platnosti.

e V praxi identifikujeme singularni feSeni nejCastéji tak, ze je (v protikladu k béznému partikuldrnimu feSenti)
nelze ziskat z obecného feSeni zddnou volbou konstant.

e Zobecnéni na vSechny diferencialni rovnice je mozné pozadavkem, aby kazdym bodem singularniho feSeni
prochdzelo jiné feseni (integralni kiivka) se stejnou tecnou.
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7.2 Vybrané diferencialni rovnice prvniho radu

Poznamka

Podobné¢ jako neexistuje obecny algoritmus pro vypocet integralil, neexistuje ani obecny navod pro feSeni dife-
rencidlnich rovnic, a to dokonce ani v piipadé, kdy se omezime pouze na diferencialni rovnice prvniho fadu.
Jsou totiz také diferencidlni rovnice, které nelze fesit analyticky (fesi se napf. numericky, pomoci funk¢nich fad
apod.). Reseni rozli¢nych typti diferencidlnich rovnic se da nalézt v nejriizngjsich piiru¢kach a monografiich, a
to bud’ ve formé urcité (zpravidla integralni) formule, nebo vypocetniho algoritmu. V této kapitole je podano
feseni vybranych zakladnich typt diferencialnich rovnic prvniho fadu roziesenych vzhledem k prvni derivaci.

Rovnice typu ' = f(x)

Za ptedpokladu, ze funkce f (x) je ve vysetfovaném oboru spojitd, ma uvedena rovnice obec-

ny integral y = I f (x)dx . Integra¢ni konstanta je zahrnuta v neurcitém integralu. Partikularni

integral vyhovujici pocate¢ni podmince y(x,)=y, je y=y,+ I f(¢t)dt. Na pravé strang

posledni rovnice se jedné o integral jako funkci horni meze.

Rovnice typu y'= ()

Za predpokladu, Ze funkce f (x) je ve vySetfovaném oboru spojita a rizna od nuly, feSime

L, 1
rovnici prepsanim na tvar — =——,

¢imz uvedenou rovnici pfevedeme na rovnici predcho-
v f(»)

ziho typu pro funkci x( ) Obecnym integralem je tudiz x = J. a partikularnim inte-

()

gralem x =y, + j

W f ()

/(%)

Rovnice typu y'=—~ (separovatelna)

g(y)

Véta
Je-li funkce f(x) spojita v intervalu (a,b) a funkce g() spojité a riizné od nuly v intervalu

<c,d>, pak uvedend rovnice ma v oblasti Q=<a,b>x<c,d> obecny integral

J. f(x)dx = _[ g(y)dy. Partikularni integral prochazejici bodem [x,,y,]€€Q je dan rovnici
j f(t)de= j g(s)ds.

Poznamka

e Tento typ diferencialni rovnice v sob& zahrnuje oba dva pfedchozi typy jako specidlni pripady.

e Nazev této rovnice souvisi s tim, ze ji feSime tzv. separaci proménnych, tj. jejich oddélenim na jednotlivé
strany rovnice.
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Rovnice typu y'=f(1j (homogenni)
X

y(x)

X

Predpoklada se x #0 ve vySetfovaném oboru. Resime zavedenim nové funkce z(x) =

neboli x-z(x)=y(x). Derivovanim posledni rovnice podle x dostaneme vztah y'=z+x-z'.
Dosadime-li uvedené vyrazy za y a )’ do puvodni rovnice, dostaneme diferencialni rovnici

z+x-z'=f(z), kterou jednoduse upravime na rovnici se separovanymi proménnymi

. f(2)-z . Y o . .

z'==——+——. Najdeme-li jeji feSeni z(x), je TteSenim pivodni rovnice funkce
X

y(x)=x-z(x).

Poznamka

e  Termin homogenni v nazvu rovnice znamena, ze na praveé stran¢ se jedna o tzv. homogenni funkci (nultého
stupng). Pfipomefime, Ze funkce f'(x,y) se nazyva homogenni s-tého stupng, plati-li f (zx,0y) =1"f(x,y).

ax+by+c

e Na homogenni rovnici lze pfevést rovnici y'= tak, Ze se vhodnou substituci x=u+4,

a,x+by+c,

v =v+ B zbavime absolutnich ¢lenti ¢, c,.

Rovnice typu y'+a(x)y =b(x) (linearni)

Jsou-li funkce a(x), b(x) spojité v urcitém intervalu, existuje v tomto intervalu pravé jedno

feseni splnujici danou pocatecni podminku. Postup nalezeni tohoto feSeni je nasledujici. Nej-
prve fesSime rovnici bez pravé strany, tzv. homogenni rovnici (nezaménovat s nazvem pied-
chozi diferencialni rovnice!) y'+ a(x) y =0. Tato rovnice se fesi separaci proménnych:

dy —fa(x)dx —Ja(x)dx 1
= dx=In(Ky)=- dx= Ky = =C , C=—.
. Ia(x) = In(Ky) Ia(x) =>Ky=e = y=Ce <

Obecny integral pavodni rovnice (nehomogenni, s pravou stranou) dostaneme tzv. metodou
variace konstanty. Predpokladame, Ze feSeni nehomogenni rovnice ma stejny tvar jako feSeni
homogenni rovnice, avSak integracni konstantu povazujeme za funkci proménné x:

y=C(x) ¢ 1“ Tento vyraz derivujeme podle x a dosadime do péivodni rovnice:
C'(x) el _ (x)a(x) el g (x)C(x) e 1~ p (x)=C (x)e_"-“(x)d“ =b(x).

Dostaneme diferencialni rovnici se separovanymi proménnymi pro funkci C (x) , jejimz feSe-
’ . x)dx ’ v ’ r Y ’ ’ .
nim je C (x) = J'b(x)ej“(") dx. Dosazenim do ptedpokladaného feSeni nehomogenni rovnice

obdrzime nakonec obecny integrél ve tvaru y =e 1“1 J.b(x)e"-“(“‘)dxdx .



Vybrané diferencialni rovnice prvniho radu -97 -

Exaktni rovnice

Definice

X,y
Je dana rovnice y'+f§ ; 0, kde funkce f(x,y), g(x,») maji v urité oblasti Q spo-
Xy
jit¢ derivace prvniho ftaddu. Rovnici Ize snadno pifevést na diferencialni formu
f(x,y)dx+g(x,y)dy =0. Pokud je leva strana posledni rovnice v Q totalnim diferencialem

n&jaké funkce F(x,y), jedna se o tzv. exaktni rovnici.

Véta
Obecny integral exaktni rovnice je dan rovnici F (x, y) = C (vyznam symboli viz v pfedchozi
definici).

Poznamka
e Abyvyraz f(x,y)dx+g(x,y)dy byl totalnim diferencidlem, musi v Q platit rovnost g Zg
X
D i . , of Og .
e  Vlastni feSeni probiha tak, Ze nejprve ovéiime, zda plati rovnost 5 = e a pokud ano, nalezneme funkci
X
OF (x,
F(x,y). Tato funkce je sfunkcemi f(x,y) a g(x,y) svazana vztahy f(x,y) =¥
X

g(x,y)=% odkudF xy J.f xy)dx+C )aF xy _[g xy)dy+C( )

e Pokud rovnice neni exaktni, miZzeme se pokusit najit takovou funkci m(x, y) , zvanou integracni faktor,
aby rovnice m(x,y)f(x,y)dx+m(x,y)g(x,y)dy=0 byla exaktni. Najit integracni faktor neni obecné
@(mf ) _ 8(mg)

snadné, protoze musime fesit parcialni diferencialni rovnici . Da se vsak snadno ukazat, ze

oy Ox
o _% o _%
., oy Ox dy Ox , e . . . .
pokud je vyraz , Tesp. I funkci pouze proménné x, resp. y, je také integra¢ni faktor funkci
g
o _% o _%
ey . dlnm 0y Ox dinm 0Oy Ox
pouze x, resp. y, a nalezneme jej feSenim rovnice = , Tesp. = .
dx g dy -f

Rovnice typu y= f(x,)')

Rovnici pfepiSeme na tvar y = f (x, p) , kde jsme zavedli parametr p = )’. Derivaci podle x a
opétnym dosazenim parametru p za y' obdrzime rovnici

_y o dp

ox Op dx
a po uprave
of (x, p)
d_P _ P ox
dx of (x, p)
p
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Toto je rovnice prvniho fadu pro nezndmou funkci p(x) roziteSend vzhledem k derivaci. Na-
lezneme-li jeji obecny integral p = g(x, C), dosazenim do pivodni rovnice obdrzime jeji

obecné fefeni y = f(x,g(x,C)).

Poznamka
e Jedna se o rovnici nerozieSenou vzhledem k prvni derivaci.
e Lze také nejprve derivovat vychozi rovnici podle x, ¢imz dostaneme rovnici druhého tadu
’ ’
;o (xy) o (xy)
V= + ,
Ox Oy
sahneme snizeni jejiho fadu.
e Zajimavy moment nastava v okamziku, kdy jiz mame feSeni p = g(x,C). Misto dosazeni do ptivodni rov-

y", ve které nevystupuje y, a teprve do této rovnice dosadit p za y', ¢imz do-

nice se nabizi také moznost vratit se k y’ a fesit ulohu y' = g(x,C ) . Tim bychom vsak dostali feSeni rovni-

ce druhého tadu uvedené v ptedchozim bod¢ této poznamky (se dvéma integracnimi konstantami), coz neni
nas$im tkolem.

e  Specialnim pfipadem je rovnice y = xy'+¢)( y’) zvana Clairautova (Cteme ,klerotova®). Vyse uvedenym

postupem snadno zjistime, ze jeji obecné feSeni ma tvar y = Cx+(p(C), a navic objevime, ze existuje i dal-

o AT . . . d
§1, singularni feseni, které¢ vyhovuje rovnici x +d_¢)' =0.
Ly

Rovnice typu x= 1 (y,)')

Tuto rovnici fe§ime obdobné jako predchozi typ. Zavedenim parametru p = y'a derivaci rov-
nice podle y (pozor, ne podle x) obdrzime rovnici prvniho fadu

L(=£j=@+id_l?
p\ dy) o opdy

pro neznamou funkci p ( y) , kterou opét mtizeme jednoduse pievést na rovnici

1 9 (»p)
dp _p oy
d o (r.p)

p

rozieSenou vzhledem k prvni derivaci. Obecny integral této rovnice p = g( »,C ) dosadime do

vychozi rovnice a obdrzime jeji obecny integral v implicitnim tvaru x = f ( y, g( y,C )) .

Poznamka
e Jedna se o rovnici nerozieSenou vzhledem k prvni derivaci.

e Stejnym zpuisobem je mozné fesit rovnice y = f ( y’) ,resp. x = f('), které jsou specialnimi pfipady obou
predchozich typi.
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7.3 Vybrané diferencialni rovnice vyssich radu

Rovnice typu " = f(x)

Resime n-ndsobnou opakovanou integraci podle x.

Priklad
Prvni integraci rovnice druhého fadu y” = f'(x) obdrZime rovnici y' = j £ (x)dx, jeji integraci pak obecné fese-

ni

y= [y (e ([ ()arix.

Rovnice typu F(x,y(’”),y(’”“),...,y(")) =0, kde m>1

Rovnici substituci 3" =z pievedeme na rovnici (n—m)-tého fadu F (x, z,z’,...,z("_'")) =0

pro funkeci z(x). Nalezneme-li feSeni této rovnice, pak jeho opakovanou integraci (viz pied-

chozi typ) obdrzime y(x).

Poznamka

e Uvedeny postup se nazyva sniZeni iddu diferencidlni rovnice.

e Specialni tvar y(") =f (x, y("'l)) , resp. F (x, y("'l), y(")) =0, mizeme uvedenym postupem prevést dokonce
na rovnici prvého tadu.

Rovnice typu "= f(y)

Rovnici pifevedeme na rovnici prvniho fadu vynasobenim ', ¢imz dostaneme rovnici

yy"=f(y))',ajeji integraci podle y obdrzime rovnici prvniho fadu

%y'z = [ ()y.

O platnosti integrace se muzeme piesvédcit derivaci posledni rovnice podle x .

7.4 Linearni diferencialni rovnice (obecna)

Definice
Linearni diferencialni rovnici 7 -tého fadu rozumime rovnici tvaru

y(") +a, (x)y("_l)+...+a1 ()c)y'+a0 (x)y =f(x),

kde tzv. koeficienty a,(x),..., a,(x) apravd strana f (x) jsou funkce proménné x.
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Poznamka

e Nazev je dan skuteCnosti, Ze se na levé stran¢ rovnice vyskytuje linearni vyraz pro nezndmou funkci y a
pro jeji derivace.

e Obecna linearni diferencidlni rovnice je v obecném ptipadé obtizné fesitelnd. Nize jsou uvedeny zakladni
teoretické poznatky, které budou uzite¢né v nasledujici kapitole pro feSeni specidlniho typu této rovnice, tzv.
linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty.

Véta
Jestlize funkce a,(x)...., a,.(x), f(x) jsou spojité v intervalu /, pak existuje pravé jedno
feSeni uvedené rovnice definované v celém intervalu /, které splituje pocateéni podminku

(%) =y, V' (x)=00» s y("_l)(xo) =", kde x, el a¢isla y,, y,, ..., Y(nry IS0 libo-
volna realna.

Definice
Rovnici y" +a,_, (x)y( - ) +...4+a,(x)y' +a,(x)y=0, tj. rovnici bez pravé strany f(x),
nazyvame homogenni linedrni diferencidalni rovnici ptisluSnou k ptivodni rovnici.

Véta
Libovolna linearni kombinace feSeni homogenni linearni rovnice je také jejim feSenim.

Diikaz
Piimym dosazenim linearni kombinace feSeni a vyuzitim linearity derivace.

Definice
Systém y, (x) > Vs (X) s eees Wy (x) v intervalu 7 linearn¢ nezavislych feseni homogenni linear-

ni rovnice se nazyva fundamentdlni systém této rovnice.

Véta
Tvoii-li funkee y,(x), »,(x), ..., y,(x) fundamentalni systém homogenni linearni rovnice,
pak obecny integral této rovnice ma tvar

Yy :CIyl +C2y2 +"'+Cnyn7
kde ¢, c,, ..., ¢, jsou libovolné konstanty.

Véta
Zname-li fundamentalni systém y, (x), »,(x), ..., »,(x) homogenni rovnice, pak obecny
integral nehomogenni rovnice ma tvar

y:clyl +CZy2 ++cnyn +yp7

kde ¢, ¢,, ..., ¢, jsou libovolné konstanty a y, je jakekoliv feSeni (partikularni integral)
nehomogenni rovnice.

Diikaz
Stac¢i dosadit uvedené feSeni do nehomogenni rovnice a opét vyuzit jeji linearity.
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Poznamka

e Slovné feCeno, obecny integral nehomogenni rovnice je souctem obecného integralu rovnice homogenni a
libovolného partikularniho integralu rovnice nehomogenni.

e O tom, jak najit partikularni integral nehomogenni rovnice, hovofi nasledujici véta.

Véta (metoda variace konstant)
Partikularni integral y, ( x) nehomogenni rovnice Ize hledat ve tvaru

v, (x)=c (x)y (x)+c, (x) y, (x)+...4¢, (x) y, (x),

tj. ve tvaru obecného feSeni homogenni rovnice, kde vSak veli¢iny ¢, c,, ..., ¢, nepovazu-
jeme za konstanty, ale za neznamé funkce proménné x (tzv. metoda variace konstant). Da se
dokazat, ze funkce y, (x) je hledanym feSenim pravé tehdy, vyhovuji-li nezndmé funkce

¢ (x), ¢, (x), ..., ¢, (x) soustavé diferencialnich rovnic prvniho fadu

’ ’ ’

oy, + oy, + .. +cy =0
r. ! ! ! ! [
oy + oy, + .. +cy =0

cl'yl("_l) + c;ygn_l) +..+ c;y,(ln_l) = f(x)

Tuto soustavu feSime obdobnym postupem jako algebraické soustavy linearnich rovnic (eli-
minaéni metodou, Cramerovym pravidlem apod.). Integraci ziskanych prvnich derivaci

c(x), ¢&(x), ..., ¢,(x) nakonec dostaneme hledané funkce ¢, (x), ¢,(x), ..., ¢,(x) ana-

sledng partikularni feSeni y, (x).

7.5 Linearni diferencialni rovnice s konstantnimi
koeficienty

V této kapitole je probran samostatné v praxi velmi dulezity typ diferencidlni rovnice vyssiho
tadu, totiz linedrni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty, u kterého lze obecné for-
mulovat postup nalezeni obecného fesSeni, coz je, jak jiz bylo uvedeno, u jinych typt diferen-
ciadlnich rovnic vysSich fadf velmi obtizné nebo nemozné.

Homogenni linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty

Definice
Homogenni linedrni diferencidlni rovnici s konstantnimi koeficienty rozumime rovnici

Y +an_1y(”_l)+...+a1y'+aoy=0,

kde koeficienty a,, a,, ..., a,, jsou konstanty nezavislé na proménné x .
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Véta
Predpokladame feseni ve tvaru y =e“*. Po dosazeni do homogenni rovnice a vydéleni rovnice
vyrazem e“ obdrzime tzv. charakteristickou rovnici

n n-1
a"+a, " +..tao+a,=0,

coz je algebraicka rovnice n-t€ho stupné pro neznamou « . Tato rovnice ma pravé n kotfenti
a,, a,,..a,.Mohou nastat dva ptipady:

e Vsechny kotfeny jsou navzgjem ruzné; pak fundamentalni systém homogenni rovnice je

oy x X

—_ 253 — %X
DV, = e, Ly, =e".

e Je-li n€ktery kofen ¢, r-nasobny, pak mu ve fundamentalnim systému odpovida r (linear-

tvofen n funkcemi y, =e

r=1_ax

né nezavislych) funkei y, =", y, = xe™*, ..., y. =x"e

Pozniamka

Ptedchozi vétou je nalezeni fundamentdlniho systému vyieSeno az na jeden detail. Kofeny charakteristické rov-
nice mohou totiz byt obecné komplexni, a pak jsou komplexni také piislusné funkce fundamentalniho systému.
Pokud pracujeme v redlném oboru (a to je nas ptipad), zajimaji nas prednostné realna feseni. Ukazuje se, Ze je
mozné nezadouci komplexni feseni nahradit realnymi.

Jsou-li totiz konstanty a,, a,, ..., a, , realné, musi (jak plyne z teorie algebraickych rovnic) ke kazdému kom-
plexnimu kofenu a+1ib charakteristické rovnice existovat také kofen komplexné sdruzeny a—ib, a to stejné

nésobnosti. Misto abychom do fundamentélniho systému vzali komplexni funkce “™, €™ pouzijeme

jejich vhodné linearni kombinace, a to takové, aby vysledné funkce byly opét nezavislé, a pfitom realné. Vzpo-
meneme-li si na EulerGiv vzorec z teorie komplexnich &isel " = e (cos bti-sin b) , je ztejmé, Ze nejjednodus-

a+ib)x a+ib)x _ e(afib)x )

vroe ’ . I3 r . —ib . . v
§i je vzit linearni kombinace %(e( +e ) = e cos bx a %(e( = ¢“sin bx . Pokud jsou kofeny

a+ib, a—ib r-nasobné, vezmeme dale do fundamentalniho systému realné funkce xe“cos bx, xe“sin bx, ...,

r=1_ax r=1_ax

x""e“cos bx , x"e*sin bx . Tim je problém nalezeni red/ného fundamentalniho systému uspésné uzavien.

Nehomogenni linearni diferencialni rovnice s konstantnimi
koeficienty

Definice
Nehomogenni linedrni diferencidlni rovnici s konstantnimi koeficienty je rovnice tvaru

Wea, y(" )+ ay +ay=f(x),

kde a,, a,, ..., a,, jsou konstanty. Na pravé stran¢ vystupuje funkce f (x) riznd od funkce

nulové.

Pozniamka
Z teorie obecné linearni diferencidlni rovnice (viz ptedchozi kapitola) vime, Ze obecny integral nehomogenni

rovnice miizeme psat ve tvaru y = c,y, +¢, ¥, +...+¢,y, +»,, kde y (x), »,(x), ..., y,(x) tvofi fundamental-
ni systém homogenni rovnice, ¢, ¢,, ..., ¢, jsou libovolné konstanty a y, je jakékoliv feSeni (partikularni

integral) nehomogenni rovnice. Urc¢it fundamentalni systém homogenni rovnice jiz umime stejné jako vypocitat
partikularni integral metodou variace konstant. Metoda variace konstant ale neni vzdy tou nejrychlejsi a nej-

snazsi cestou. Pro n€které funkce f(x) (tzv. specidlni pravé strany) mizeme totiz tvar partikularniho integralu

», predem urcit a nasledné jednoduse dopocitat. Hovoti o tom nasledujici véta.
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Véta (specialni pravd strana)
Necht prava strana linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty ma tvar

f(x)=e" [P(x) cos bx+Q(x)sin bx] ,

kde P(x), O(x) jsou mnohocleny obecn& riizného, nejvyse viak s-t¢ho stupné s realnymi

koeficienty a a, b jsou libovolna reélna ¢isla.

Jestlize neni a+1b (a tedy ani a —ib ) kofenem charakteristické rovnice, pak partikularni in-
tegral ma tvar

y,=e" [R (x)cos bx+S(x)sin bx] ,

kde R(x), S(x) jsou (zatim neznamé) mnoho¢leny nejvyse s-t¢ho stupné.

Obecnéji, je-li a+1b (atedy i a—1ib) r-nasobnym kotenem charakteristické rovnice, pak par-
tikuldrni integral ma tvar

y, =x"e" [R(x)cos bx+S(x)sin bx:| ,

kde R(x), S(x) jsou mnoho¢leny nejvyse s-tého stupng.

Poznamka

Funkei f(x)=e" [P(x)cos bx +Q(x)sin bxj nazyvame v této souvislosti specidlni pravou stranou.
Uvedena specialni prava strana zahrnuje Sirokou tfidu funkci, se kterou v praxi obvykle vysta¢ime. Tak
napf. pro a =0, b =0 prechazi prava strana v polynom P (x) ,pro a#0, b=0a P (x) =1 dostavame na
pravé strang exponencialni funkci e, pro a=0, b#0, P(x)=1 a Q(x)=0 (resp. P(x)=0 a
O(x)=1) dostaneme cos bx (resp. sin bx ) apod.

Z ptedchozi poznamky a posledni véty plyne, ze je-li prava strana ve tvaru polynomu, je tfeba pii hledani
partikularniho integralu vysetfit, zda charakteristicka rovnice nema kotfen 0 (: O+i0) . Pokud je na pravé
stran¢ exponenciala e”, je nutné vysetfit existenci kofene a (: a +iO) , a pokud je na pravé stran¢ funkce
cos bx nebo sin bx, je tfeba ucinit totéz pro hodnotu ib (: 0 +ib) .

Pozor na pfipad, kdy je na pravé stran€ pouze jedna z funkci cos bx, sin bx . Partikularni integral y, musi-
me hledat (v souladu s posledni vétou) ve tvaru, obsahujicim 0bé tyto goniometrické funkce.

Provedeme-li spravn€ urceni tvaru partikularniho feSeni y,, pak jediné, co zbyva, je dopocitat zatim ne-
znamé koeficienty polynomii R(x) a S(x). To provedeme néasledovné: Nejprve dosadime predpokladany
tvar partikularniho integralu y, a jeho potfebné derivace do pivodni (nehomogenni) rovnice za neznamou
v ajeji derivace. Obdrzime tak jednu rovnici pro neznamé koeficienty polynomi R(x) as (x) , kterou fe-
Sime tzv. metodou neurcitych koeficientii. Tato z algebry znama metoda spociva v porovnani koeficient u
jednotlivych linearné nezavislych funkci na obou stranach rovnice. Z provedeného porovnani obdrzime po-
tiebny pocet rovnic pro jednoznaéné uréeni hledanych koeficientd polynomi R(x) a S(x). Vysledny par-
tikularni integral y, je mozné ovéfit pfimym dosazenim do pivodni (nehomogenni) rovnice.

Jestlize ma prava strana tvar souctu funkci uvedeného specidlniho tvaru (které se od sebe li§i riznou hod-
notou Cisel a, resp. b), je také partikularni integral souctem piislusnych partikularnich integralt. Tyto par-
tikuldrni integraly, pfislu$né jednotlivym s¢itancim na pravé strané, lze hledat kazdy zvlast' (metodou po-
psanou vyse) a vysledky secist.
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