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6 Diferencialni operatory

6.1 Skalarni a vektorové pole

Definice (skaldarni pole)
Funkei u =u(x,,x,,...,x, ), definovanou v urdité oblasti Q c R”, nazyvame skaldrnim polem.

Poznamka
e Skalarni pole pfifazuje kazdému bodu oblasti Q urcitou ¢iselnou hodnotu (skalar).

e Pouziva se také zapis u = u(r ), kde vektor r =(x,,x,,...x, ).
eV pfirodnich védach je nejcastéjSim ptipadem n =3, kdy nezavislé proménné x,, x,, x, pfedstavuji kar-
tézské souradnice x, y, z.

e Je zfejmé, ze skalarni pole miizeme parcialné derivovat podle jednotlivych proménnych stejné jako libovol-
nou matematickou funkci vice proménnych.

Definice (hladina skaldarniho pole)
Nadplochy' u (xl,xz,...,xn) = konst., tj. nadplochy, na kterych je hodnota skalarniho pole kon-

stantni, nazgvame tzv. hladinami pole u(x,,x,,...,x, ).

Definice (vektorové pole)
Vektorovou funkci a= a(xl,xz,...,xn) n redlnych proménnych, definovanou v urcité oblasti

Q c R", nazyvame vektorovym polem (n proménnych)z.

Poznamka

e  Vektorové pole pfitazuje kazdému bodu oblasti €2 uréity vektor a, ktery miiZe mit libovolny pocet slozek.
V dalsim vykladu se vSak omezime vyluéné na trojrozmérné vektory, které lze psat ve tvaru

a()cl,xz,...,x,Z ) =q, (xl,xz,.“,xn )i+a2 (xl,xz,...,xn )J +a, (xl,xz,...,xn )k .
Symboly i, j, k predstavuji zde i dale v textu vektory ortonormalni béze prostoru R*.

e Pocet proménnych 7 (tj. dimenze prostoru, na kterém je vektorové pole definovano) byva v praxi nejcastéji
roven 1 nebo 3. Pro » =1 muzeme vektorové pole psat ve tvaru a = a(t) , kde proménna ¢ miva vétSinou
vyznam casu nebo délky oblouku kiivky (pak se obvykle znaéi s). V pfipadé n=3 lze pouzit zapis
a=a(x,y,z)=a(r), kde x,y,z jsou kartézské soufadnice a r =(x,,z) je polohovy vektor.

Definice (vektorova cara)
Kitivka, pro kterou plati, Ze te¢na k ni ma v kazdém jejim bod¢ smér vektoru vektorového pole
v tomto bod¢, se nazyva vektorovou cdarou (také siloc¢arou) vektorového pole.

Definice
Derivaci vektorového pole a(t) podle proménné ¢ rozumime vektorové pole

a'(t) Eda_(t)E lim a(r+Ar)-a(r) :%“_%j_,_%
dr A1—0 At dr dr dr

k=ali+a)j+ak.

! Termin nadplocha je zobecnénim pojmu plochy, znamého z 3-rozmérného prostoru.

2 Viz téz kap. 2.1.
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Poznamka

e Derivuji se vSechny slozky vektoru a podle proménné ¢, tzn. je nutné provést tfi obycejné derivace.

e Zde i dale v textu nechavame stranou podminky existence derivaci apod. Pfedpoklddame, ze vSechny po-
ttebné vlastnosti ndmi uvazovana pole maji.

Priklad
e  Vektorové pole r(t), kde r= (x, y,z) je polohovy vektor a ¢ je Cas, popisuje pohyb uréitého bodu v Case.
, , dr(r) . , 5
Derivace r'(7) = Tl v(¢) predstavuje okamzitou rychlost tohoto bodu.
t

e Castym piipadem je vektorové pole r (s) , kdy parametrem s je délka oblouku kivky, kterou opisuje konco-

vy bod polohového vektoru r. Vektor 1 E% pak pfedstavuje jednotkovy tecny vektor uvedené kiivky

v kazdém jejim bodé.

Véta
Pro derivaci souctu, nasobku skalarem, skalarniho soucinu a vektorového souéinu vektoro-
vych poli jedné promenné plati véty analogické vétam pro skalarni funkce:

(a+b)'=a’+b’, (k-a)’'=k-a’, (a-b)'=a’-b+a-b’, (axb)' =a’xb+axb’

Diikaz
Staci rozepsat jednotliva vektorova pole na slozky a aplikovat véty o derivaci souctu a souci-
nu skalarnich fukci.

Poznamka
Analogicky k definici (obycejné) derivace vektorového pole jedné proménné mizeme derivovat parcialni deri-
vace vektorového pole vice proménnych.
oa(x,y,z) i a(x+Ax,y,z)-a(x,y.z) 0a (xy.z2), . da, (x,y.2) . da,(x,y,z)
= lim = 1
o aoo Ax o x T &

Napt-. k atd.

6.2 Gradient

Definice
Gradientem skalarniho pole u =u(x, y,z) se nazyva vektorové pole
grad u Ea—ui+a—uj+a—uk,
ox 0z

kde x, y, z jsou kartézské soutadnice a i, j, k pfislusné vektory ortonormalni baze.

Poznamka
e Definici lze snadno zobecnit na ptipad n proménnych (viz kap. 2.3).
e  Gradient je vektor, jehoZz slozkami jsou parcialni derivace skalarniho pole podle jednotlivych soufadnic.

Definice (potencialni pole)
Existuje-li k vektorovému poli a(r) takové skalarni pole u(r), Ze a = grad u, pak vektorové

pole a(r) nazyvame potencidlnim (také konzervativnim), skalarni pole u(r) potencidlem a
hladiny tohoto pole ekvipotencidlnimi plochami (zkracen& ekvipotencidlami)'.

' Viz té7 kap. 5.4.
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Véta
PtirGstek du hodnoty skalarniho pole u(x, y,z) pii posunuti o infinitezimalné maly vektor

dr=dx-i+dy-j+dz-k se vypocte skaldrnim sou¢inem du = grad u-dr.

Diikaz
Diikaz plyne z definice totalniho diferencialu funkce vice proménnych':

du =a—udx+a—udy+a—udz.
ox oy 0z

Poznamka

e Vétu mizeme snadno zobecnit na obecny piipad n proménnych.

e Zuvedeného plyne, ze gradient skaldrniho pole je v kazdém bodé kolmy k jeho hladiné. Dikaz je jednodu-
chy: u=konst < du=0< gradu-dr=0 < grad u L dr. Jinak feceno, silo¢ary potencialniho pole

jsou vzdy kolmé k jeho ekvipotencidlam.
e Zvyjadreni skalarniho sou¢inu grad u-dr = ||grad u||-||dr||-c0sa (o je uhel mezi obéma vektory) je ziej-
me, Ze pro konstantni délku ||dr|| posunuti dr doséhne pfirtstek du skalarniho pole nejvétsi hodnoty teh-

dy, je-li vektor dr rovnobézny s gradientem a téhoz sméru (o =0). Gradient ma tedy v kazdém bod¢ ska-
larniho pole smér nejvétsiho ristu tohoto pole. Naopak nejvétsiho ubytku pole dosahneme pohybem ve smé-
ru opaéném ke gradientu, nulové zmény ve smérech kolmych ke gradientu®.

Véta
Pro gradient plati:

grad (u+v)=grad u+grad v, grad (u-v)=u-grad v+v-grad u

grad f (u)=f"(u)-grad u, gradr:£=r0.
r

V posledni rovnici je r=(x,y,z) polohovy vektor, r=|r|=+/x>+)*+2z> jeho velikost a

r, jednotkovy vektor ve sméru r.

Diikaz
Je trividlni, sta¢i aplikovat zdkladni véty platné pro derivace skalarnich funkci.

Nabla operator

V praxi se (zejména v trojrozmérném piipad€) velmi Casto pouziva jiného znaceni gradientu
s vyuzitim tzv. Hamiltonova operdtoru nabla (nabla operdtoru).

, o (1 .0 .0 0 y -y
Tento operator se zna¢i Va zavadi se takto:V = 18_+ j—+k—. Je to vlastn¢ symbolicky

X Oy oz
vektor, jehoz slozkami jsou symboly parcidlnich derivaci podle jednotlivych proménnych
podle kartézskych soufadnic x, y, z. Gradient zapiSeme pomoci nabla operatoru takto:

roowr

grad u = Vu . Formaln¢ se tento zapis da Cist jako ndsobeni vektoru Vv skalarem u (pficemz
skalar je nestandardné zapsan az za vektorem).

' Vice o totalnim diferencialu viz kap. 2.4.
? Viz také kap. 2.3 — derivace ve smaru.
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6.3 Divergence

Definice
Divergenci vektorového pole a(x, y,z) nazyvame skalarni pole

oa, (x, v, z) N oa, (x, y,z) N Oa, (x, y,z)
ox oy oz '

div a(x,y,z) =

Poznamka

Slovné feCeno, jedna se o soucet tii parcialnich derivaci, kde prvni ¢len je derivaci prvni slozky vektorového
pole podle prvni proménné, druhy ¢len derivaci druhé slozky podle druhé proménné a tieti ¢len derivaci treti
slozky podle tfeti proménné. V kazdém s¢itanci tudiz index slozky odpovida potadi (indexu) proménné.

I tuto definici lze snadno zobecnit pro pfipad #» proménnych.

Na zaklad¢ Gaussovy véty integralniho poctu (viz kapitola 5.8) mizeme pro divergenci psat vyjadieni

a-dS

diva= limocﬁ'f“T . Plocha AS je kladné orientovana uzaviena plocha ohranicujici objem AV, ktery
AV -

obsahuje zvoleny bod. Hodnota divergence v urcitém bod¢ ptedstavuje tok vektoru a z infinitezimalniho

objemu AV déleny timto objemem neboli tok vektoru a z jednotkového objemu v daném bode¢.
Jednoduchy fyzikalni model. Jestlize vektorové pole a(x, y,z) charakterizuje rychlost proudéni kapaliny,

pak diva v uréitém bodé udava objemové mnozstvi kapaliny, které vytece z jednotkového objemu za jed-
notku Casu, tzn. vydatnost tohoto jednotkového objemu jakozto ziidla kapaliny. Pole, pro které plati identic-
ky (j. v kazdém jeho bod€) diva =0 (napf. pole popisujici nestlacitelnou kapalinu), se nazyva neziidlové
pole. Do libovolného objemu ohrani¢eného uzavienou plochou stejné mnozstvi kapaliny vtéka i vytéka.
Jestlize alesponl v jednom bodé¢ plati div a = 0, pak pole a nazyvame ziidlovym.

Pomoci nabla operatoru 1ze zapsat divergenci jako symbolicky skalarni sou¢in diva=V-a.

Véta

diV(a+b)=diV a+divb, diV(u-a):u-diV at+a-gradu, divr=3.

Diikaz
Rozepsanim vektori na jednotlivé slozky a pouzitim pravidel pro derivaci souctu a soucinu.

6.4 Rotace

Definice
Rotaci vektorového pole a(x,y,z) nazyvame vektorové pole

rota<| 2% _ 02 i+(%_%jj+ da, ay ),
oy Oz oz Ox ox Oy

Poznamka

Staci si zapamatovat pouze tvar prvni slozky, ostatni slozky dostaneme cyklickou zaménou indexd a pro-
ménnych.

Tuto definici neni mozné zobecnit na ptipad jiného poctu proménnych nez tfi.

Na zékladé Stokesovy véty integralniho poctu (viz kapitola 5.8) mulzeme pro rotaci psat vyjadieni

gra
AS

ohranicena kladné orientovanou kiivkou A/, thel a je uhel mezi vektorem rot a a normaélou k plose AS'.
Vzorec je tieba chapat tak, Zze hodnota kolmé slozky divergence k infinitezimalni rovinné plosce AS (jejiz
poloha je uréena jejim normalovym vektorem) je dana podilem cirkulace vektoru a po ohranicujici kiivce

rot, a= ||rot a||-cosa = lim . Plocha AS je orientovana rovinna plocha obsahujici zvoleny bod a
AS—0
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Al a velikosti plochy AS . Jinak feCeno, smér a orientace vektoru rot a ve zvoleném bod¢ odpovidaji sme-
ru a orientaci normaly k jednotkové (dostatecné malé) plosce AS, jejiz poloha (sklon) maximalizuje cirku-

laci vektoru a po jeji hranicni kiivee (tj. veli¢inu q;/a -dl ). Velikost vektoru rot a je dana maximalni hod-

notou uvedené cirkulace.

V modelu proudici kapaliny (viz divergence) vektor rot a urcuje smér osy, kolem které se kapalina v okoli
uvazovaného bodu otaci, a jeho velikost je rovna dvojnasobku rychlosti otaceni (v obloukové mife). Body,
ve kterych je rota =0, oznaCujeme jako viry. Pole, pro které plati identicky (tj. v kazdém jeho bodg)
rot a =0, se nazyva nevirové pole. Pole, v jehoz alespon jednom bod¢ je rot a # 0, nazyvame virovym po-
lem.

Pomoci nabla operatoru lze zapsat divergenci jako symbolicky vektorovy soucin rota=Vxa.

Véta

rot(a+b)=rota+roth, rot (u-a)=u-rota—axgrad u,

div (axb)=b-rota—a-rotbh, rotr=0.

Diikaz
Diikaz je obdobny jako u vySe uvedenych vzorct pro divergenci.

6.5 Laplaceliv operator

Definice
Laplaceovym operatorem rozumime symbolicky operator

o0 o 0
=——+—+—.
ox*> oy oz
Poznamka
. , ., ou o'u u . .,
e  Aplikace Laplaceova operatoru na skalarni pole Au = P +? +F . Vysledkem je skalarni pole.
X Yy z

Definici je mozné zobecnit na ptipad » proménnych.

Aplikace Laplaceova operatoru na vektorové pole Aa=iAq, + jAa, +kAa,. Vysledkem je vektorové pole,
jehoz kazda slozka je dana ,,skalarni* aplikaci Laplaceova operatoru na stejn¢ indexovanou slozku vychozi-
ho pole.

Vyraz Au se misto dlouhého ,,.Laplacetv operator aplikovany na pole u “ obvykle zkracuje na ,,Laplace u
apod. Cteni ,,delta u* je zde zcela nepfipustné, nebot’ je vyhrazeno pro piirtistek veli¢iny u. Stejné grafické
oznaceni v praxi nevadi, nebot’ z kontextu je vzdy jasné, ktery piipad nastava.

Laplacelv operator nema tak nazorny vyznam jako napt. divergence nebo rotace, ale uplatiiuje se znacné v
ptirodnich védach, napf. v elektiiné a magnetismu, v nauce o vinéni, v rovnicich pro difizi atd.

Laplacelv operator lze také vyjadtit pomoci nabla operatoru, a to jako formalni skalarni soucin nabla ope-
ratoru sama se sebou A =V -V =V?*. Z diivodu ortonormality baze i, j, k totiZ plati

13

.0 . 0 .0 .0 0 o0 00 00 o o &
A=V.-V=li—+j—+k—||i—+j—+Kk—|=0—F+———+———="F+—5+—.
ox "oy oz ox Oy 0z) OxOx Oydy 0zoz ox° oy Oz

Véta

1

A(u+v)=Au+Av, A(u-v)=vAu+uAv+2-gradu-gradv, A(a+b)=Aa+Ab, A——=0.

el

Diikaz
Diikaz je opét velmi jednoduchy, pfenechavame jej ¢tenaii.



Viastnosti diferencidalnich operatorii -89 -

6.6 Vlastnosti diferencialnich operatoru

Linearita operator

Véta

Vsechny uvedené diferencialni operatory (gradient, divergence, rotace, Laplacetv operator,
nabla operator) jsou linearni, tzn. homogenni (pro k-nasobny argument obdrzime k-nasobek
hodnoty pro argument) a aditivni (pro soucet argumentti obdrzime soucet hodnot pro jednotli-
v€ argumenty).

Diikaz
Plyne z linearity derivace.

Vyjadreni operatorti pomoci operatoru nabla

gradient gradu=V-u souc¢in vektoru V a skalaru u

divergence diva=V-a skalarni soucin vektoru v a vektoru a
rotace rota=Vxa vektorovy soucin vektoru V a vektoru a
Laplaceiiv operator | A=V-V =V? [skalarni soudin vektoru V se sebou samym

Operatorové identity

Véta

div grad u = Au, grad diva =rotrot a+Aa, Agrad u = grad Au, Arot a=rot Aa,
rotgradu =0, divrota=0.

Diikaz
Ptenechavame c¢tendii jako cviceni. Staci aplikovat definice jednotlivych operatorti.

Poznamka

Posledni dvé identity vyjadiuji dilezity poznatek, ze pole grad u (potencialni pole) je vzdy nevirové (jeho
rotace je identicky rovna nule) a pole rot a je nutné neziidlové (jeho divergence je identicky nulova). Toto
tvrzeni plati za uréitych, znaéné obecnych podminek’ také obraceng, tzn. je-li n&jaké vektorové pole v uréité
oblasti Q nevirové (rot a =0 ), musi byt gradientem n&jakého skalarniho pole (a =grad u ), a je-li pole v
Q nezfidlové (div a = 0), musi byt rotaci néjakého vektorového pole (a=rotb).

Uvedené identity miizeme nazorné zdtvodnit vyjadfenim vystupujicich operatord pomoci nabla operatoru a
pouzitim jednoduchych pravidel pro skalarni a vektorovy soucin. Napi. v piedposledni identité¢ vyraz

rot grad u nabyva tvaru Vx (Vu) , ktery mtizeme ptepsat na (Vx V)u (veli¢ina u zde hraje roli skalaru).
Protoze vektorovy soucin dvou vektord téhoz sméru je roven nulovému vektoru, je VxV =0, a tedy
(VxV)u =0u =0 . Obdobné v posledni identité vyraz divrota piepiSeme na V-(an) . Vektorovy sou-
¢in b=Vxa je, jak znamo, kolmy k obéma Cinitelim, specialné k (symbolickému) vektoru V. To ovSem
znamena, ze skalarni souc¢in V-b =0, nebot’ skalarni soucin dvou navzajem kolmych vektori je z definice
nulovy.

! Uvazovana oblast Q musi byt jednoduse souvisla.
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6.7 Vyjadreni diferencialnich operatort v kfivo¢arych
souradnicich

vvvvvv

alnich operatora (gradient, divergence, rotace a Laplacetiv operator) ve vybranych kiivoca-
rych soufadnicovych soustavach'. Podrobnosti miZe &tenaf nalézt napf. v piirucce Rektory-
sove [5].

Polarni souradnice v roviné

Oznacme vektory lokalni kiivocaré baze polarnich soufadnic symboly e, a e, Dale necht’ f
je diferencovatelna funkce, f(r,p), a A diferencovatelné vektorové pole, A(r,p), které

rozkladame v kazdém bodé€ roviny do lokalni kiivocaré baze A =4.e, +4.¢e,.

Pak plati
grad f = fe +—i
or rop ’
04,
de———{A) 1
rop’
Af:——(rlj+iza f2
ror\ or) r° op

Valcové souradnice v prostoru

Vektory lokélni kiivocaré baze valcovych soufadnic ozna¢me symboly e,, e, a e.. Podobné
jako vyse necht’ je f diferencovatelnd funkce, f(r,¢,z), a A diferencovatelné vektorové

pole, A(r,p,z). I nyni toto pole rozkladame v kazdém bod¢ prostoru do lokalni kiivocaré
baze: A=A4e +A4e,+4e..

Pak plati
gradfzger +lz g
or r op €t oz’
o4,
diva=22(r4)+ 1% +92
r or r op Oz
04
rotA = 104, %% er+(aA 8A l i - e,
rop Oz 0 r r

10 18
NELIEAN f 3
ror\' or) r’ oy’ 62

' Viz t67 apendix AS5.
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Kulové souradnice v prostoru

Oznacme 1 nyni vektory lokalni kiivocaré baze e,., e, a eq Dale necht’ f je opét diferenco-
vatelna funkce, f(r,p,0), a A diferencovatelné¢ vektorové pole, A(r,p,0), jehoz rozklad

do lokalni kfivocaré baze je dan jako A=A, +4e, + 4.e,.
Pak plati

grad f = fe +li 1 ie
or rof "’ rs1n6’ op

[ b
04

divA:izi(rZA,)+ ! —(Agsin9)+ — )
r-or rsin@ 06 rsin@ o@

! 1(a ANRIC R
(AL (% 2 Oy )L 4 4
0 rsm@( ( )je +r(ar(”’) sin 6 8¢je9+ (ae paY “’)Je‘/”

or ar r*sin @ 89 849 r-sin@” op

Obecné ortogonalni souradnice

Jednotkové vektory lokélni kiivogaré ortogondlni' baze vélcovych soufadnic oznaéme sym-
boly e, e; a es;. Podobné jako vySe necht je f diferencovatelna funkce, f(q,,q,,9;),a A

diferencovatelné vektorové pole, A(q,,q,,q;) . Toto pole rozkladdme v kazdém bod€ prostoru
do lokalni kiivocaré ortogondlni baze: A = A4e, + 4,e, + 4,e,. Infinitezimaln€ malé posunuti
dr miZzeme obecné vyjadrit ve tvaru dr = hdq, +h,dq, + h,dg,, kde veli¢iny 4, h,, h; jsou

obecné funkcemi soufadnic ¢,, ¢q,, g, a nazyvaji se Laméovy koeficienty.
Pak plati’

© & &
h 0q, h, Oq, by 6%’

[ (Ahhs)+ (AZhS}LI)+i(A3h1h2):|a
he, he, he,

3
rotA: 1 i i i’

hh,hy|Oq,  Oq, Oq,
hA,  hA, hA,

Af 1 a(hh 6f)+ (hhlaf) (hh af)
hhhy 0g,\ h 0q,) 0gq,\ h, Oq,) 0Oq;\ hy Oq,

" Odtud nézev ,,ortogonalni soutadnice. Blize o ortogonalnich bazich viz kap. A4.1 a o ortogonélnich soufadni-
cich viz kap. AS.
% Ve vyrazu pro rotaci svislé &ary oznaduji determinant — viz kap. A4.3.

grad f =

divA =

hhh, | 0
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