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5 Krivkové a plosné integraly

5.1 KFrivky

Poznamka
V této kapitole se budeme zabyvat obecnymi kiivkami v R" . VZdy vSak mizeme polozit n = 2 ¢i n = 3 a piejit
tak k specialnim ptipadtim roviny ¢i trojrozmérného prostoru, které jsou v aplikacich bezesporu nejvyznamnéjsi.

Definice
Pod spojitou kiivkou v R" budeme rozumét spojité zobrazeni ¢: <a, p > — R". Obraz inter-

valu <OL,[3> v tomto zobrazeni nazveme geometrickym obrazem kiivky ¢ a budeme jej

oznacovat symbolem <(p> .

Poznamka
Spojita kiivka v R" je zadana n-tici spojitych realnych funkci ¢, (¢),...,p,(t) definovanych na intervalu

(a, p > . Jedna se tedy o spojitou vektorovou funkci (viz kap. 1.7). Protoze jsou jednotlivé body kiivky popsany

pomoci realného parametru ¢, hovotime téz o parametrickém zaddni kiivky. Vsimnéte si téZ, ze riznym kiiv-
kam mohou odpovidat stejné geometrické obrazy.

V dal§im textu se budeme zabyvat kiivkami, které maji na intervalu <a, ﬂ) nenulové spojité prvni derivace —
tyto kiivky se obvykle nazyvaji kiivkami tiidy C, — nebo alesponl po ¢astech nenulové spojité prvni derivace —
kiivky po CEastech tiidy C,. Navic budeme predpokladat, ze prislusna vektorova funkce je na intervalu («, £)

prosta . Tyto vlastnosti jiz nebudeme v dalsim vykladu explicitné zdaraziovat. Pod kiivkou budeme nize vzdy
(1) rozumét spojitou kiivku alespon po ¢astech tridy C;.

Definice
Kiivku @ nazveme uzavienou, splyva-li jeji poc€ateCni bod s bodem koncovym, tj.

o(@) = o(p)..

Definice

Pod te¢nou ke kiivee ¢ v bodé x, =[,(1,),....9,(t,)] rozumime piimku p:x=x,+7t(t—1,),
ktera prochazi bodem x, a spliuje

fim 207X o

T t—t,
Vektor t© nazveme tecnym vektorem ke kiivce ¢ v bodé x,.
Poznamka

Ma-li kiivka v bodé X, =[,(t,),....,(,)] nenulovou prvni derivaci, ma v ném i te¢nu. Jeji smérovy vektor T

je roven vektoru [(p1 )5 @, (to)] 2, kde tetkou nad pismenem ozna¢ujeme prvni derivaci podle parametru 1.

! Pipoustime tedy () = @(f) .
? Pouzijeme-li v parametrické rovnici pro te¢nu p jiného parametru, p:x = X, +1s, kde x=x, pros=0,
bude jeji smeérovy vektor T (a tedy i novy teny vektor ke kiivece @) obecné libovolnym redlnym nasobkem

vektoru 1= [(ZJ1 (ty)se-r @, (to)] .
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Véta (o skladani a inverzi kitivek)

Necht ¢ a y jsou kiivky v R" definované na intervalech <a, ﬂ> a <ﬂ, 7/>, které jsou
navic po castech tfidy C;. Necht déale plati  ¢(f)=y(f). Pak vektorovd funkce
x: <a, }/> — R" definovana predpisem

X =0() pro te(a,p),
2=y pro te(B.y)

a dale téz vektorova funkce @: <a, p > — R" definovana piedpisem

o) =9la+p-1)
jsou kiivky po ¢astech tridy C;.

Definice
Kiivku % nazyvame kiivkou sloZenou z kiivek ¢ a y a pouzivame pro ni téz symbolicky
zapis g =¢@oy. Kiivku @ pak nazyvame kiivkou opacénou (inverzni) ke kiivce .

Poznamka
Pti pohybu po slozené kiivce probihame nejdiive vSemi body prvni kiivky a nasledné i vSemi body kiivky druhé.
Opacna kiivka je totozna s kfivkou plivodni, ovSem probihanou pozpatku.

Vsimnéte si téz vztahd, které plati v piipad¢ skladani a invertovani kiivek pro jejich geometrické obrazy:

5.2 Krivkovy integral prvniho druhu

Definice (k#ivkovy integral prvniho druhu pro kiivky C;)
Necht' o: <a, ﬂ> —> R" jekfivka tiidy C; a f:R" — R realna funkce n readlnych promén-

nych, jez je spojita na n¢jakém okoli kazdého bodu geometrického obrazu <(p> Pak piedpi-

| a

definujeme kfivkovy integral prvniho druhu funkce f po kiivce o. :

S€m

do
‘ma)

B
Vd¢z(fwm>

Je-li ktivka ¢ uzaviend, pouZivdme zpravidla pro odpovidajici kiivkovy integral symbol

drde.

'V integrandu na pravé strané defini¢niho vztahu oznadujeme symbolem ||a|| eukleidovskou normu vektoru

a9
t

y ‘E > (do,/de) .

aeR". Plati tedy
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Pozniamka
Formalnim porovnanim pravé a levé strany defini¢niho vztahu pro kfivkovy integral prvniho druhu ziskame

symbolickou rovnost d¢ =||d(p/ dt"dt nebo t¢z do =||d(p||. Diferencidl d¢ na levé strané odpovida tedy

délce infinitezimalniho oblouku ktivky @ na intervalu <t,t+dt> a integral

Jld(psj( j dt

Véta (aditivita kiivkového integrdlu prvniho druhu vici skladani kiivek)
Necht kiivky ¢ a y jsou na intervalech <a, ,6’> a <,6’, ;/> tiidy C; a spliuji @(f) =w(f).
Pak plati

de
E(t)

délce kiivky @.

| rdz=[rdo+[ray.

X=0oy

Definice (kfivkovy integrdl prvniho druhu pro kiivky po éastech Cp)
Necht f:R" >R je realnd funkce spojitd na néjakém okoli kazdého bodu geometrického

obrazu kiivky o: <a, ,[)’> — R", ktera je na tomto intervalu po ¢astech tfidy C;. Existuje tedy
takové d€leni o =1, <t <...<t, = intervalu <a, B > ,Z¢ @ mana kazdém dé€licim inter-

valu (7,_,,t,), k=1,..,m, nenulovou spojitou prvni derivaci. Pak pod kfivkovym integrd-

j .
Poznamka

Aditivita integralu 1. druhu pro kiivky tfidy C, zarucuje, Ze vyse uvedend definice je korektni. Jako délici body
t, musime vzdy vybrat predevsim ty, v nichz kiivka ¢ nema spojitou prvni derivaci. Pfidame-li k nim i takové,
v nichz tato kiivka spojitou prvni derivaci ma, prava strana vySe uvedené rovnosti se diky zminéné aditivite
nezmeéni.

lem prvniho druhu funkce f po kiivece ¢ rozumime

[rap=3 t](f(cp(t))

[ k=l 4,

do
‘dr Q)

Poznamka
V nasleduyjicich vétach je f:R" >R (popf.i g:R" — R) spojita funkce definovana pro kazdy bod obrazu
uvazovanych kiivek na né¢jakém jeho okoli. Kiivky jsou alespoii po ¢astech tidy C;.

Véta (nezavislost kiivkového integralu prvniho druhu na parametrizaci)
Necht’ dvé kiivky o: <a, p > —->R" a y: <7/,5 > — R" maji stejny obraz a navic necht exis-

tuje vzajemn¢ jednoznacné a spojité diferencovatelné zobrazeni 4 :<a, ,[)’> - <7, o > takové, ze
o(t) =y(h(t)). Pak plati

[rdo=[rav.

[ v

Zména parametrizace kiivky tedy hodnotu kiivkového integralu prvniho druhu nemeéni. Spe-
cialné pro opacnou kiivku plati

[rde=[rdp.
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Véta (linearita kiivkového integrdlu prvniho druhu)

[ofdo=c[rdp, ceRr,
¢

¢

[(r£8)dp=[fdp+ [gde.

Poznamka
Kiivkové integraly prvniho druhu je mozno definovat nejen pro skalarni funkce, ale i pro vektorova pole — a to
po slozkach:

[tde E|:Iﬁd¢,..., Iﬁd(/)}

5.3 Krivkovy integral druhého druhu

Kfivkové integraly prvniho a druhého druhu jsou si velmi blizké. Nize si zejména v§imnéte, jak mnohé véty
formulované pro integraly druhého druhu odpovidaji vétam predchézejici kapitoly.

Definice
Necht o: <a, p > —> R" jekiivka tfidy C; a f:R" - R" vektorové pole spojité na néjakém
okoli kazdého bodu geometrického obrazu <(p> . Pak ptedpisem

B
[f-do = j(f(cp(z))-”;—‘tp(z)jdt

definujeme krivkovy integral druhého druhu pole f po kiivce o.

Je-li kiivka ¢ uzaviend, pouzivame pro obvykle odpovidajici kiivkovy integral symbol

df-do.
]

Poznamka
V defini¢nim vztahu stoji v zavorce integrandu na pravé strané skalarni sou¢in dvou vektori z R", tedy

dq) n d¢
f-—= —.
dt Z‘f dt

Formalnim porovnanim pravé a levé strany defini¢niho vztahu pro kiivkovy integral druhého druhu ziskdme
symbolickou rovnost d@ =(d@/dt)dt . Infinitezimalni vektor d@ je tedy v kazdém bodé tetny ke kiivee @ a
mifi do sméru, v némz hodnota parametru ¢ roste. Jeho velikost odpovida navic s piesnosti do prvniho fadu
délce oblouku této kiivky na intervalu (t,t +dt> . Vektor do muizeme proto s piesnosti do prvniho fadu inter-

pretovat jako infinitezimalni orientovany oblouk kfivky ¢ na intervalu (t, t+ dt) .

Poznamka

Velmi nazorna je fyzikalni interpretace kiivkového integralu druhého druhu. Chapeme-li totiz kiivku ¢ jako
trajektorii opisovanou hmotnym bodem v prostoru (pak oviem R” = R*) a vektorové pole f jako pole vnéjsich
sil na tento bod ptisobicich, pak odpovidajici kiivkovy integral neni nic jiného nez prace vykonana t€mito silami.
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Definice
Necht' f:R" - R" je vektorové pole spojité na né¢jakém okoli kazdého bodu geometrického
obrazu kiivky o: <a, ,[)’> — R", ktera je na tomto intervalu po ¢astech tfidy C;. Existuje tedy

takové déleni o =t¢, <t <...<t = [ intervalu <a, ﬂ> ,2¢ @ ma na kazdém délicim inter-
valu (tk_l,tk), k=1,...,m, nenulovou spojitou prvni derivaci. Pak pod kfivkovym integrd-

lem druhého druhu pole f po kiivce @ rozumime

frdo=y ](f((P(t))-C;—(f(t)Jdt.

k=1 iy

Poznamka
V nasleduyjicich vétach je f:R" > R" (popt.i g:R" = R") spojité vektorové pole definované pro kazdy bod
obrazu uvazovanych kiivek na né¢jakém jeho okoli. Kfivky jsou alespon po ¢astech tridy C;.

Véta (zavislost ki'ivkového integralu druhého druhu na parametrizaci)
Necht’ dvé kiivky o: <a, p > —->R" a y: <7/,5 > — R" maji stejny obraz a navic necht exis-

tuje vzajemn¢ jednoznacné a spojité diferencovatelné zobrazeni 4 :<a, ,[)’> - <7, o > takové, ze
o(t) =y(h(t)). Pak plati

jf'd(p:ij.f'd\p,

[ v

kde kladné znaménko plati pro rostouci /# a zaporné znaménko pro / klesajici.

Poznamka
Predchazejici tvrzeni je mozno vyslovit sice méné piesné, ale o to nazornéji:

Pro dvé pouze parametrizaci lisici se kiivky se odpovidajici kiivkové integraly druhého druhu lisi pouze zna-
ménkem. Pri souhlasné orientaci obou krivek jsou si oba integraly rovny.

Specialng pro zadanou kiivku a kfivku k ni opacnou mtizeme psat

[t-do=—]t-d¢.
® @

Véta (aditivita kiivkového integralu druhého druhu vici skladani kiivek)
Necht’ kiivky ¢ a w definované na intervalech <a, ﬂ> a < L, }/> splnuji @(B) =y(f).
Existuje-li prava strana, plati
j f-dy= J.f-dq)+ J.f-dq/.
v ¢ v

xX=¢°

Véta (linearita kiivkoveho integralu druhého druhu)
Existuji-1i pravé strany, plati

Icf-d(pzcjf-dcp, ceR,
(]

9

j(f+g)'d(p= jf-d(p+ J.g-dq).
® @ ¢
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5.4 Potencial vektorového pole

V této kapitole se budeme zabyvat obecnymi vektorovymi poli na R”. V technickych a ptirodovédnych aplika-
cich jsou sice nejzajimavéjsi ptipady n=2 a n=3 (vektorova pole vrovin¢ a prostoru), obecna teorie ale
neni o mnoho komplikovangjsi nez v obou specialnich pfipadech. Pokud nebude zdiraznéno jinak, budeme pra-
covat s jedenkrat spojité diferencovatelnymi poli na n&jaké oblasti (souvislé oteviené mnozing') z R” .

Potencial

Definice
Potencidalem vektorového pole F:R" — R” nazveme takovou redlnou funkci U:R" > R,
ktera splnuje
U
ox;

1

Vektorové pole, které ma potencial, nazveme potencidlni.

Poznamka
Vztah mezi vektorovym polem F a jeho potencidlem U miizeme zkracené zapsat pomoci operatoru gradientu’
F =VU . V pfirodnich védach (napt. ve fyzice) se obvykle pouziva ponc¢kud odlisna definice F=-VU .

Poznamka
Obecné vektorové pole nemusi mit zZadny potencial. Pokud jej na néjaké oblasti m4, je tento potencial urcen
jednoznacné az na aditivni konstantu.

Véta (nutna podminka potencidlnosti vektorového pole)
Ma-li spojité diferencovatelné vektorové pole F potencidl na oblasti A, plati pro kazdé x
z této oblasti a pro kazdou dvojici i, j=1,...,n, i# J, 3

oF, .\ _9F
e (0= -

Poznamka
Uvédomme si, Ze vySe uvedené podminky pro derivace slozek pole jsou pouze podminkami nutnymi. Samy o
sobé& nestaéi k tomu, aby vektorové pole F vibec n&jaky potencial mélo*.

Nutnou podminkou potencidlnosti vektorového pole v roving je jednoduchy (a jediny) vztah

OF, _OF

y

oy  ox

V ptipad¢ trojrozmérnych poli v prostoru je mozno piepsat trojici nutnych podminek potencidlnosti pole F,

oF, _O oF _OF  OF_OF

z

y e o e

do formalné elegantngjsiho tvaru rot F =0, kde rot je vektorovy operétor rotace'.

! Blizsi vysvétleni pouzitych pojmii miiZzete najit v Apendixu A2.

? Viz téz kapitoly 2.3 2 6.2.

? Platnost této véty vyplyva okamzité ze zaménnosti druhych derivaci potencidlu pole F.

* Nize v této kapitole je ukdzano, Ze v roviné a v prostoru jsou tyto podminky postacujici, jsou-li splnény na
jednoduse souvislé oblasti.
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Nalezeni potencialu vektorového pole v roviné

Budiz F= [FX (x, ), F,(x, y)] spojité diferencovatelné vektorové pole definované na néjaké

oblasti v roviné. Jeho potencial, pokud existuje, je definovan vztahy

Fx=a—U a F =8—U.
toox )Y

Levé strany téchto vztaht jsou zadané funkce, potencidl miizeme proto ziskat jejich integraci.

Z prvniho vztahu méme
Ux,y) = [F.(x,y)dx+C(p),

kde naznaceny neurcity integral pocitdme tak, ze na nezavislou proménnou y pohlizime bé-
hem integrace jako na konstantu. Explicitné uvedend integracni konstanta C muzZe proto rov-
nézZna y zaviset.

Derivovanim takto ziskané¢ho vztahu podle y dostaneme

OF (x,) det 0C(y)
0

Fy(x,y)E%U(x,y)=%Uﬂ(x,y)dx+c(ﬂ}=I oy

a po upravach

oC(y) _ _ [OF.(x,))
o =F,(x,y) j & dx .

Ma-li pole F potencial, zavisi prava strana posledni rovnosti pouze na nezavislé proménné
v, anezndmou funkci C(y) miZeme v takovém piipad¢ snadno ziskat (s pfesnosti az na

aditivni konstantu, tentokrat jiz skute¢nou) prostou integraci. Pokud ovS§em prava strana zavisi
1 na nezavislé proménné x, potencial vektorového pole F neexistuje.

Pro vicerozmérnd vektorovd pole funguje naprosto stejny postup, ktery je snad jen
s rostoucim # stale pracnéjsi.

Uréeni potencialu pomoci kfivkovych integralt
Véta

Je-1i vektorové pole F:R" —> R" spojit¢ diferencovatelné na oblasti A — R”, jsou nasle-
dujici tvrzeni ekvivalentni:

¢ F ma potencial,
e pro kazdou uzavienou kiivku o: <a, ﬂ> — A plati C_f F-do=0,
®

' Viz kapitola 6.4.
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e pro kazdé dvé kiivky (p:<a,,6’>—>A a \p:(y,5>—>A spliujici @(a)=y(a) a
o(B)=w(p) plati [F-dp=[F-dy.
® v

Potencial U pole F pak lze psat ve tvaru

U(x)= [F-do,

kde ¢ je libovolna kiivka spojujici pfedem zvoleny (libovolny ov§em) bod x, € A s bodem
X.

Poznamka

Ve tieti odrazce predchazejici véty vystupuji kiivky se spoleénymi pocatecnimi a koncovymi body. V této od-
razce se tedy fikd, ze uvedené kiivkové integraly nezaviseji na samotnych kiivkach, ale jen na jejich okrajovych
bodech.

Z této podminky déle vyplyva, Ze integralni predpis pro potencial je korektni. Hodnota U(x) nezavisi na zvole-
né kiivee @, ale jen na jejim pevné, le¢ libovolné zvoleném pocatecnim bodé x, a na bod¢ koncovém, x. Li-

bovile, kterou mame pii volbé bodu x,, odrazi nejednoznacnost potencialu zminénou v uvodu této kapitoly.

Poznamka
Pro vektorové pole F v roviné vyplyva z druhé odrazky vyse uvedené véty a véty Greenovy', Ze postadujici
podminkou jeho potencidlnosti na jednoduse souvislé oblasti je rovnost kiizovych derivaci

Y

dy  ox

OF, OF,

Podobn¢ je postacujici podminkou potencialnosti vektoroveho pole F v (trojrozmérném) prostoru, zalozenou na
tzv. Stokesové véts', soudasné splnéni rovnosti

z

dy & &z ox 0z oy

oF, _OF oF _OF OF OF

nebo zkracené
rotF =0,

kde rot oznacuje vektorovy diferencialni operator rotace definovany v kapitole 6.4.

5.5 Plochy

V této kapitole se budeme zabyvat dvojrozmérnymi plochami v R’ a v nasledujicich dvou kapitolach pak inte-
graly na nich. AZ na nékolik malo vyjimek by bylo mozno v§e uvedené zobecnit i na (n-1)-rozmérné nadplochy

v R", vyklad by se ovSem patfién¢ komplikoval. Omezime se proto na z hlediska aplikaci pravdépodobné nej-
vyznamnéjsi pfipad ploch v trojrozmérném prostoru.

Plochy a plosné integraly jsou dvojrozmérnou obdobou kfivek a kiivkovych integrald. Jejich studium je ovsem
prece jen pon€kud komplikovanéjsi. V nasledujicim vykladu se proto omezime jen na zékladni pojmy a véty.
Podrobngjsi pouceni miize ¢tenat nalézt v celé fadé ucebnic a ptirucek matematické analyzy (viz napf. kniha
Rektorysova [5]).

"' Viz kapitola 5.8.
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Definice
Necht o:X— R’ je jednou spojité diferencovatelné zobrazeni oblasti £ cR”* do R’.
Matici

0o, 00,
o, ot
Jo = 0o, Oo,
ot, Ot
oo, Oo,
o, ot

nazveme Jacobiho matici zobrazeni .

Jsou-li sloupce této matice v kazdém bodé mnoziny X linearné nezavislymi vektory a zobra-
’ . r . ’ s ’ —1 e .

zeni o je prosté (a inverzni zobrazeni je navic ¢ spojité), nazveme & jednoduchou hlad-

kou plochou.' Obraz mnoziny ¥ v tomto zobrazeni nazveme geometrickym obrazem plochy

6 abudeme jej oznatovat (o).

Poznamka
Podle vyse uvedené definice popisujeme jednotlivé body plochy & pomoci dvou redlnych parametri ¢ a t.
Hovofime proto o parametrickém zaddni plochy.*> Obecnou plochu v R® miZeme zadat oviem i jinymi zpi-

vvvvvv

Explicitni zadani plochy
Odpovida-li geometricky obraz plochy grafu néjaké spojité diferencovatelné funkce z = f(x,y), je mozno tuto

plochu popsat pravé touto funkci. Hovofime pak o explicitnim zadani plochy. Podle potieby miizeme pouzit i

funkei y =g(x,z) nebo x= f(y,z).Piejit od explicitniho zadani plochy k zadani parametrickému neni obtiz-

né’:

x=t, y=t,, a z= f(4.1,).
Implicitni zaddani plochy

Plochu je dale mozno popsat prostfednictvim vazebné podminky, kterou musi spliiovat soufadnice bodii na ni

lezicich®, Necht F:R’ >R je nenulova spojité diferencovatelna funkce tfi redlnych proménnych, kterd
nema v zadném bodé nulovy gradient. Pak je mozno tuto vazebnou podminku zapsat ve tvaru

F(x,y,2)=0.

O takovém zadani plochy hovofime jako o zadani implicitnim. Alespoi lokdIn¢ od néj mizeme ptejit k zadani
explicitnimu tak, ze rovnici F(x,y,z) =0 vyfesime vzhledem k nékteré proménné, napf. z.

Priklad (kulova plocha)
Kulovou plochu se stitedem v pocatku soutfadnic a o poloméru r je mozno zadat:

e parametricky: x =rcospsinf, y=rsingsinf, z=rcosf,kde (pe<0,27r), 96(0,7[),

'V dalsim se budeme zabyvat pouze jednoduchymi hladkymi plochami, i kdyZ to nebudeme zpravidla explicitng
zdlraznovat.

* Porovnejte s parametrickym zadanim roviny.

3 Pokuste se pro tento piipad napsat Jacobiho matici a ov&fit, Ze jeji sloupce jsou linearn€ nezavislé vektory.

* Porovnejte s norméalovou rovnici roviny.
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o implicitné: x> +y* +z° =1,

o explicitné: z=+\r* —x*—y* !

Poznamka

Budiz x” =o(#”,£”) né&jaky bod zadané plochy . Na okoli tohoto bodu je mozno zobrazeni G aproximo-
vat pomoci véty o prvnim diferencialu’

X~ X +aa_z[(t1(0)’t§0))(ll _[1(0))_'_68_‘;;'([1(0>’t§0))(t2 —t;m) ,

kde i=1, 2, 3. Snadno zjistime, ze uvedend rovnice, v niz pfibliznou rovnost nahradime rovnosti ptesnou, odpo-

vidd parametrickému zadani roviny, a to podle geometrické interpretace prvniho diferencidlu roviny tecné
v M 0

k plose ¢ vbodé x. Vektory

T, = [%(ﬁtﬂ)é@) ; aﬂ(q«»,téo)) : %(tf‘”,z;‘” )} ’

ot ot ot,

00, (. .. 00 (.0 .0). 005 (.0 .0
T, = | (1 A) 2 (5. 47) 2 (" 1)

o, ot ot

jsou tedy tecnymi vektory k plose o vbodé x©. Jak je vidét z piimého porovnani, odpovidaji slozky obou
vektorti sloupctim Jacobiho matice ¢ po¢itanym v bodé x. Podle predpokladu jsou tedy linearné nezavislé a
skute¢né zadavaji rovinu.

Vyse uvedeny vypocet mizeme ovsem provést jen tehdy, je-li mozno aplikovat vétu o prvnim diferencialu -
jsou-li naptiklad splnény piedpoklady definice jednoduché plochy. Existuji ovS§em obecnéjsi plochy, které ne-
maji v kazdém bod¢ tecnou rovinu. Témi se ale v tomto textu zabyvat nebudeme.

Definice
Nenulovy vektor vazany v zadaném bodé¢ x =o(#”,£”) plochy & a kolmy k te¢né roving
k této ploSe (viz pfedchazejici pozndmka), nazveme vektorem normdalovym X ploSe o v bo-

dé¢ x. Ma-li tento vektor jednotkovou délku (eukleidovskou normu), nazveme jej jednot-
kovym normdlovym vektorem. Obvykle jej budeme oznacovat pismenem n.

Poznamka

Normalovych vektorti existuje ve skutecnosti nekone¢né mnoho — zapliuji jednorozmérny vektorovy prostor.
Dokonce ani jednotkovy normalovy vektor neni urcen jednoznacné — existuji vzdy dva, které se navzajem lisi
znaménkem. Ze vSech moznych normalovych vektort k zadané plose v zadaném bodé¢ staci ale znat jen jeden
vybrany. Snadno pak umime zkonstruovat i v§echny ostatni. Timto vybranym normalovym vektorem mutze byt
naptiklad vektorovy sou¢in dvou libovolné zvolenych linearné nezavislych tecnych vektort.

Poznamka
Velmi jednoduse se hledd normalovy vektor pro plochu zadanou implicitné. Necht 1 = [z’l,z'z,r3] je libovolny

vektor leZici v roviné te¢né k plose F(x,y,z)=0 vbodé x”. Pak miizeme pro v absolutni hodnoté malé &islo
a piiblizné psat *

! Dalsi mozna explicitni vyjadieni jsou y=#vr? —x’ -z a x=x+r’ —y> —z> . Volbou znaménka se oviem
vzdy omezujeme na jednu polokouli.

? Viz kapitola 2.4.

? V kazdém bodg plochy je jeji normalovy vektor sou¢asné normalovym vektorem jeji teéné roviny v tomto
bodg.

* Opét vyuzivame véty o totalnim diferencialu z kapitoly 2.4. Symbolem V oznagujeme diferencialni operator

gradient (viz téZ kapitola 6.2).
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F(X(O)+a1:)zF(X(O))+aVF(x(O))-rz0.

Bod x je ale bodem plochy, musi tedy platit F (x(o) ) =0. Vlimit¢ o — 0 prechazeji priblizné rovnosti na
presné a plati tedy
VF(x*)-1=0.

Vzhledem k tomu,ze 1t je libovolny vektor z roviny te¢né v zadaném bod¢ k zadané plose a gradient F podle
piedpokladu nenulovy, je nutné VF(x'”) jednim z hledanych normalovych vektord.

Priklad
Pro kulovou plochu mtiizeme ziskat nenulovy normalovy vektor v zadaném bod¢ [x,y,z] pfimo z implicitniho
vyjadreni
F(x,y,z2)=x"+y*+2°-r* =0.
Predevsim plati

VF(x,y,z)= [2x, 2y,22] .
Normalovy vektor v bod¢ [x,,y,,z,] miZeme proto psat ve tvaru

n= [x,y,z]

ﬁzi[ }
kde r=/x"+)"+z°.

V parametrickém vyjadieni je mozno pro jednotkové normélové vektory psat

a jednotkové normalové vektory jako

N %

B4
5T
r

N N

il = +[cos ¢sin@,sin gsin @, cos F] .
Definice
Necht' geometricky obraz plochy o je hranici n&jaké oblasti V c R’. Pak plochu & na-

zveme uzavienou. Normalovy vektor, ktery miii ven z oblasti V, nazyvame vnéjSim nor-
mdlovym vektorem nebo také vektorem vnéjsi normadly.

Piiklad
Kulova plocha je uzaviena. Jednotkovy vektor n = +[cos @sin @, sin @sin 6, cos 9] je jednotkovym vektorem

vnéjsi normaly.
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5.6 Plosny integral prvniho druhu

Definice
Budiz ¢:X— R’ jednoducha hladka plochaa f:R®—R spojitd funkce definovana na

néjakém okoli kazdého bodu <0'> . Pak pfedpisem

0c 0o

—x dtdt,
ot, ot

[[£do=[[f(ot.1))

(o

definujeme plosny integrdl prvniho druhu funkce f naplose o.' V piipadé uzaviené plochy
se obvykle pouziva symbol Cﬁ fdo.

Poznamka_
Pro malé zmény parametrii df; ¢i dt, muzeme popsat zmeény soufadnic bodl lezicich na dané plose v okoli

vybraného bodu o(#”,#”) pomoci véty o totdlnim diferencialu (viz kap. 2.4 ):

NVRT o s ] . oG
e méni-lise # a t, zstava konstantni, Ize psat dx"” =—(tf°),t§0))dtl ,
1

‘o s A oo
e pokud se méni #, anaopak ¢, zlistivé konstantni, plati dx* = —(tl(o),téo) )dt2 .
ot,

Podle toho se tedy obdélnik o stranach dt;, a df, (patiici do mnoziny X) zobrazi na element plochy o, ktery
odpovida v prvnim pfiblizeni kosodélniku o stranach "dx(l)" a "dx(z)”. Podle elementarniho vzorce je plosny

@ (2)

obsah tohoto kosodélnika dan velikosti vektorového soucinu dx'’ x dx
a levou stranu defini¢niho vztahu pro plosny integral prvniho druhu)

. Proto (porovname-li formaln¢ pravou

do = g—cxa—c drdt, =||dx“) xdx(z)”

tl 2

odpovida s ptesnosti do prvniho fadu plosnému obsahu infinitezimalni ¢asti plochy ¢ vymezené hodnotami

parametril #; a #, zdvojrozmérného intervalu (¢”,4” +dt)x(£”,£” +dt,) .

Poznamka
Z definice plosného integralu prvniho druhu a z pfedchazejici poznamky vyplyva, ze Ile o je roven plosnému

obsahu plochy & 2.

Véta (nezavislost plosSného integrdlu prvniho druhu na parametrizaci)
Necht 6:Z >R’ a ©0:Q—>R’ jsoudvé jednoduché hladké plochy takové, ze

* (o)=lo),
e cxistuje vzajemné jednoznacné spojité diferencovatelné zobrazeni h:X — Q spliujici

o(t.t,)=w(h(t,1,)).

! Aby bylo mozno pogitat naznadené dvojné integraly, musi byt mnozina £ méfitelna. To budeme vzdy v této i
v dalsich kapitolach predpokladat.
% Ovéite pro kulovou plochu.
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Pak pro libovolnou spojitou funkci f:R* — R definovanou na n&jakém okoli geometrické-

ho obrazu <0'> plati
[[fdo=[[fdo.

Hodnota plosného integralu prvniho druhu nezavisi tedy na parametrizaci plochy.

5.7 Plosny integral druhého druhu

Definice

Necht n je pole jednotkovych normalovych vektori definované na plose o:%— R’ a spo-
jité na celé oblasti =. Déle budiz A:R’ >R’ spojité vektorové pole definované na néja-
kém okoli kazdého bodu geometrického obrazu <0'> . Pak ptedpisem’

'([IA-dGE;[jA-ndO'

definujeme ploSny integradl druhého druhu pole J na ploSe o. V ptipad¢ uzaviené plochy
obvykle volime n jako jednotkovy vektor vnéjsi normaly a pouzivame se symbol Cﬂ A-do.

(e}

Pozniamka
Z defini¢niho vztahu pro plosny integral druhého druhu formalné plyne

do=ndo.

Elementu plochy do ptitazujeme tedy prostiednictvim normalového vektoru n i smér. To umoziuje u zadané
plochy odlisit oblasti ,,pfed plochou” a ,,za plochou®, coz je velmi uzite¢né v technickych a ptfirodovédnych
aplikacich — napf. pfi pocitani prutoku nejriiznéjsich veli¢in vybranou plochou.

Pro obecnou jednoduchou hladkou plochu mizeme vzdy zkonstruovat dvé pole jednotkovych normalovych
vektorti zminovanych v predchazejici definici. Tato pole se v kazdém bodé geometrického obrazu (c) lisi

pouze znaménkem. Volba jedné konkrétni moznosti pak zadava konkrétni orientaci zadané plochy. V piipade
uzavienych ploch mame takto na vybér mezi vektory vnéjsi a vnitfni normaly, obvykle se ale pouzivaji jen vnéj-
$1 normalové vektory.

Poznamka (nezavislost plosného integralu druhého druhu na parametrizaci)
Z véty o nezavislosti plosného integralu prvniho druhu na parametrizaci plochy, na které integral pocitame vy-
plyva obdobné tvrzeni i pro plosné integraly druhého druhu. Jsou-li totiz na plochach ¢ a o liSicich se pouze

parametrizaci zadana pole normalovych vektort, ktera jsou totozna v kazdém bodé (0‘) = <03> , vyplyva z véty o

parametrizacni nezavislosti pro integraly prvniho druhu

.t[IA-nda= .H[J.A-nda),

a tedy podle definice i
[[A-do= [[A-do.

g o

' Na pravé strané rovnosti stoji plogny integral prvniho druhu definovany v predchazejici kapitole.



Integralni vety -83-

5.8 Integralni vety

Véta (Greenova)

Necht’ @ je rovinna uzaviena kiivka po Castech ttidy CcY, ktera obepina méfitelnou a jedno-
duse souvislou mnozinu M c R*. Kiivka ¢ necht je obihana v kladném sméru (tj. proti
sméru hodinovych ru¢i¢ek). Dale budiz f:R*> — R> vektorové pole spojité diferencovatelné
na né¢jakém obdélniku obsahujicim geometricky obraz <(p> . Pak plati

dt-do= ”(%—aa—];’;jdxdy.

Véta (Gaussova—Ostrogradského)

Budiz V omezena méfitelna oblastna R’a A:R’ — R’ spojité diferencovatelné vektorové
pole definované alespoina VUV .' Dalebudiz o:X— R uzaviend jednoducha hladka
plocha, jejiz geometricky obraz <0'> je totozny s hranici oV . Pak plati®

JfA-do = [[[divA dxdydz .
G \'

Poznamka
Vzhledem k nezavislosti plosného integralu druhého druhu na parametrizaci plochy, na niz integrujeme, se
Gaussova-Ostrogradského véta Casto piSe ve tvaru

ffA.do = [[[divA drdyd: .
Véta (Stokesova)
Budiz ¢:%— R’ hladka jednoduchd plochaa ¢:(a,8) > R’ kiivka spliujici d(c)=(¢).
Dale necht’ n je spojité pole jednotkovych normalovych vektorti definované na <0'> a ori-
entované tak, Ze v kazdém bod¢ <(p> miii vektor nxt > smérem dovniti <0'>. A budiz spo-

jit¢ diferencovatelné vektorové pole definované alespon na <0'> v <60'> . Pak plati*

C_fA'd(p=J.jrotA-dc.
[} c

Poznamka

Vzajemnou orientaci plochy ¢ a kiivky ¢ je mozno popsat rovnéz nasledujicim nazornym zptisobem: Pajde-
me-li po kiivece @ ve sméru te¢ného vektoru T a normalovy vektor k ploSe ¢ bude mifit od nohou k nasi hla-
veé, pak plochu ¢ musime mit stale po levé ruce.

' 8V je hranice oblasti V (viz Apendix A2).

* Symbolem div oznatujeme vektorovy diferencialni operator divergence (viz kapitola 6.3). Plocha G je uzavie-
na, pii vypoctu pouzivame jednotkové vektory vnéjsi normaly.

* 1 je vektor teény ke kiivce @.

* Symbolem rot oznacujeme vektorovy diferencidlni operator rotace (viz kapitola 6.4).
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