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4 Integralni pocet funkci vice realnych proménnych

4.1 Dvojné a dvojnasobné integraly

Dvojné a dvojnasobné integraly na intervalech z R?

Definice
Pod uzavi‘enym intervalem z R’ rozumime kartézsky soucin <a,b> X <c, d > .

Definice
Necht I=<a,b>x<c,d> je uzavfeny interval z R* a a=x,<x <..<x,=b, rtesp.

c=Yy, <y <..<y,=d jsoudé¢leni intervall <a,b>, resp. <c,d> . Pak mnozinu

D= {<xi—l’xi>x<yj—l’yj>;i =1,..,n,j= 1,...,m}
nazveme délenim intervalu 1 a Cislo

v(D)= max{(x,. —xl._l)(yj —yj_l); i=l..,n,j= 1,...,m}
normou déleni D.

Definice

Necht’ DE{<x,._l,x,.>><<yj_l,yj>;i:1,...,n,j =1,...,m} je déleni uzavien¢ho intervalu 1 z
R*a &= {[cfl.,r]j]; i=1..,n,j= 1,...,m} mnozina usporadanych dvojic realnych cisel tako-
vych, ze & e <x,._l,xl.> a 1€ < Vi yj>. Dale necht’ je f omezena funkce na intervalu I .
Pak soucet

S(D.E)= 3 &) =5 ), =y,

i=1 j=1
nazveme Riemannovou integrdlni sumou funkce f pro déleni D a mnozinu Cisel &.

Definice
Necht D, je posloupnost déleni intervalu 1, jejichZ norma konverguje k nule,

(N)

A}im v(D,)=0, a &y posloupnost mnozin dvojic ¢isel {[é(N),nj ];i=1,...,n,j=1,...,m} z

pfedchazejici definice pfifazenych délenim D, . Funkce f(x) necht je definovana a ome-
zend na intervalu 1. Existuje-li pro viechny takové posloupnosti jejich spole¢na limita?

I:A}im S(f,Dy,Ey),

"' Tj. existuje takové nezaporné &islo K, Ze pro kazdou dvojici [x, y] z intervalu 1 plati | f(x, y)| <K.
? Viz Apendix A3.
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nazveme tuto limitu dvojnym Riemannovym integrdalem tunkce f(x) na intervalu I. Sa-
motnou funkci pak nazveme integrovatelnou na intervalu 1.

Pro dvojné integraly na intervalu I:<a,b>><<c,d > pouzivame obvykle oznaceni

fff (x,y)dxdy ' nebo H f(x,y)dxdy .

Véta (Fubiniova)
Necht je funkce f(x,y) integrovatelna na intervalu I= <a,b> X <c, d > . Pak plati

d

I(Ij(xdda%]dy.

c

[ {7 yydxdy = j{ [res y)dy] dx =

Poznamka

Podle Fubiniovy véty mizeme tedy dvojny integral na dvojrozmérném intervalu pocitat jako dvojici integralt
jednoduchych, pficemz na potadi integrace nezalezi. Musime ov§em zarucit, ze hledany dvojny integral existuje,
coz je mozné napiiklad pro spojité integrandy.

Integraly na pravé stran¢ rovnosti nazyvame zpravidla dvojndsobnymi.

Dvojné a dvojnasobné integraly na obecnéjsich mnozinach
Definice

Necht M je podmnozina néjakého dvojrozmérného intervalu 1= <a,b>x<c,d > Na tomto

intervalu definujme funkci
h(x,y)=1  pro [x,y]e M,
h(x,y)=0  pro [x,y]¢ M.

Pokud existuje Hh(x, v)dxdy , nazveme mnozinu M (Riemannovsky) méiitelnou a odpo-
vidajici dvojny integral mirou (ploSnym obsahem) té¢to mnoziny.

Poznamka
Vsimnéte si, ze mira intervalu (a,b) X <c, d > je podle ocekavani (c—d)(b-a).

Véta
Mnoziny

N, {[x,y]eRz;anSb, (p(x)SySl//(x)} ,

N, = {[x.y]eR* z(») <x<o(y).c<y<d},

kde @, v, y a @ jsou spojité¢ funkce na intervalech <a,b> a <c,d>, jsou meéftitelné.

e

' V ndmi pouzivané konvenci odpovida vnitini integral vnitinimu diferencidlu a vng&jsi integral diferencidlu vngj-
Simu.
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Definice '
Necht M cIcR? (Ijeuzavieny interval z R*) je méfitelnd mnozina a funkce f(x,y) je
na ni definovana. Na intervalu I definujme novou funkci

f,y)=f(xy)  pro[x,y]eM,
f(xy)=0 pro [x,y]2 M.

Pokud existuje H f (x,y)dxdy, tekneme, Ze funkce f je na mnoziné M Riemannovsky

integrovatelna, a odpovidajici integral nazveme dvojnym Riemannovym integrdlem funkce f
na mnoziné¢ M.

Pro dvojné integraly na obecnych méfitelnych mnozinadch budeme ve shodé s vySe uvedenym
znacenim pouzivat symbol JL f(x,y)dxdy.

Véta (Fubiniova) *
Necht N; a N, jsou vySe zavedené méfitelné mnoziny a f(x,y) necht je integrovatelna
funkce na téchto mnozinach. Pak plati

b y(x)
[[reyyaxdy = || [ feepay |dx
N, a\ o(x)

d( o(y)
[[reeydxdy = [ [ fx,y)dx |dy.

c\x(»)

Poznamka
I v ptipad€ obecnéjSich mnozin N; a N, je tedy mozno dvojné integraly pocitat pomoci integralt jednoduchych,
pokud ovSem vime, ze piislusny dvojny integral existuje. To je opét zaruceno napiiklad pro spojité funkce.

4.2 Substituce ve dvojnych integralech

Podobné jako u jednorozmérnych integralti rozumime i nyni pod substituci ndhradu jednéch integracnich pro-
ménnych, napf. x a y, proménnymi jinymi, napf. u a v:

x=py) | y=yuy).
Predpokladame piitom, ze

e funkce @ a w zobrazuji vzdjemné jednoznaéné néjakou méfitelnou mnozinu A c R® na jinou méfitel-
nou mnozinu B c R?,
e funkce @ a w maji na mnoziné A spojité prvni derivace,

o tzv. Jacobiho determinant substituce

oy

"I tato definice je v z4jmu zachovani jednoduchosti vykladu velmi zjednodusena. Podrobngjsi informaci miize
zajemce opét najit ve specializované literatuie.

? Viechny véty, které nesou v této i dali kapitole oznageni Fubiniova jsou specialnimi variantami jediné obecné
véty o rozkladu vicerozmérnych integrald na integraly nasobné. V matematicke literatuie je tato véta obvykle
nazyvéna vétou Fubiniovou, a proto jsme takové oznaceni zachovali bez jakéhokoliv dal§iho rozliSeni i pro spe-
cidlni formulace, jak je uvaddime v tomto skriptu.
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0(x,Y) _ you| O0/0u O[OV
o(u,v) oy /ou Ow/ov
je na mnozing A nenulovy'.

Véta (o substituci)
Jsou-li splnény podminky piedchéazejici poznamky a funkce f(x,y) je integrovatelnd na

mnozin& B, plati*

dudy .

u,v

”ﬂ%ﬁﬁ@=ﬁﬂ@%ﬂww”ngnﬂ

B

Poznamka

Pomoci véty o substituci se Casto podafi pocitany integral vyznamné zjednodusit. Pfevedenim do novych pro-
meénnych je mozno vyznamné zjednodusit jak integrovanou funkci, tak i mnozinu, na které integraci provadime.
Neziidka je mozno dosahnout toho, aby nova mnozina A byla dvojrozmérnym intervalem. Blize si to ukazeme
na ptiklad¢ integrace v polarnich soufadnicich.

Integrace v polarnich souradnicich

Definice
Soutfadnice >0 a ¢e <0 ,2rr), které souviseji s kartézskymi soufadnicemi x a y pro-
stiednictvim vztahi
X=rcosg,
y=rsing,
nazyvame souiadnicemi poldarnimi.

Véta
Necht je funkce f(x,y) integrovatelna na kruhu K = {[x, y]e R x +)° < roz} 3. Pak plati

2 Ky 2 Ty

[[rCeyydxdy = [ [Fr.pyrdrdg= || [F(r.g)rdr |dg,

kde f(r,@) =f (rcosg,rsing).

Pozniamka

Véta o polarni substituci ve dvojném integralu na kruhu je specidlnim disledkem vyse uvedené obecné véty o
substituci ve dvojnych integralech. Pokuste se sami formulovat podobnou vétu pro integraci na mezikruzi* ¢i na
kruhové vysedi.

! Predpoklad nenulovosti Jacobiho determinantu je mozno ponékud zeslabit, ehoZ vyuzijeme naptiklad pii pre-
chodu od kartézskych k polarnim soufadnicim.

? Svislé ¢ary | | oznaduji v integralu na pravé stran& absolutni hodnotu.

3 Dokazte, Ze kruh K je mnozinou typu N; i N,.

* K, ={[x,y]eR2; rO2 <x*+y° Srlz}

’ K, ={[x,y]e]R2; 0<x’+y’ 5”02’4’55(“"3»
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Priklad
Vypoditejte integral'

+00 +00

I I o )dxdy

Ptimé pouziti Fubiniovy véty pro integraci na dvojrozmérném intervalu dava
+00 +00 +00 [ +o0 2 +0 2 2
Ije dxdy—j[]e ydx}dy:[fe_xdx}.

Ptechod do polarnich soufadnic a nasledné pouziti Fubiniovy véty vede k

iI iI dxdy 2][' T " rdrd Q= 26]Z [:f e rdr}d Q= 27r:f e

a po provedeni zbyvajici integrace

_ 2
J.e_’zrdrz Z=r = —lj.ezdz= —lez
dz = -2rdr 2 2

+00 +00

'[ I dxdy .

—00 —00

dale k

Porovnanim obou vysledka ziskavame velmi uzitecny vzorec (s Sirokym pouzitim napi. ve

fyzice)

+o0

Ie"‘zdxzx/;.

—o0

Tento vysledek nelze ziskat pfimo z definice nevlastniho integralu, protoze neurcity integral

_ 52 3 v LS b r I4 e r
Ie “dx neni mozno vyjadfit pomoci elementarnich funkci.

! Nize pracujeme se zadanym integralem, jako by se jednalo o integral pies omezeny interval z R? . Ctenat nam
jisté tuto velkorysost v zajmu zachovani jednoduchosti vykladu promine a uvéfi, ze uvedeny postup je korektni.
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4.3 Trojné a trojnasobné integraly

Trojné a trojnasobné integraly na intervalech z R’

Definice
Pod uzavienym intervalem z R® rozumime kartézsky soucin <a,b> X <c,d > X <e, g> .

Definice
Necht’ I:<a,b>x<c,d>x<e,g> je uzavfeny interval z R’ a a=x,<Xx<..<x,=b,

=Yy <y <..<y,=d a e=z,<z <..<z,=g ]Jsou déleni intervall <a,b>, <c,d> a

<e, g> . Pak mnozinu

D= {(xl._l,xl.>><<yj_l,yj>><<zk_l,zk>;i =l.,n,j=1L...,mk= 1,...,p}
nazveme délenim intervalu 1 a Cislo
v(D)= max{(xl. —xl._l)(yj —yj_l)(zk —zk_l); i=1.,n,j=1.,mz= 1,...,p}

normou déleni D.

Definice

Necht D= {<xl._1,xl.>><<yj_1,yj>><<zk_1,zk>;i=1,...,n,j=1,...,m,k:1,...,p} je déleni uza-
vieného intervalu 1 z R* a &= {[é,m,a)k];izl,...,n,j=1,...,m,k=1,...,p} mnozina

uspofadanych trojic realnych &isel takovych, Zze & e <x X > , 1, € < VY j> a

i~

w, € <zk_l,zk> . Dale necht je f omezena funkce na intervalu 1'. Pak soudet

n m

S(f.D,&)= zzzp:f(éaﬂjaa)k)(xi X ) = Y)(Z = 2)

i=1 j=1 k=1
nazveme Riemannovou integrdalni sumou funkce f pro déleni D a mnozinu ¢isel &.

Definice
Necht D, je posloupnost déleni intervalu I, jejichZz norma konverguje k nule,

(V) J(N)

Nlim v(D,)=0, a &y posloupnost mnoZin trojic Cisel {[cffN),nj NoN ]} z predchazejici

definice pfifazenych délenim D, . Funkce f(x) necht je definovdna a omezend na inter-
valu I. Existuje-li pro viechny takové posloupnosti jejich spole¢na limita

[= lim S(f,Dy.8y),

' Tj. existuje takové nezaporné &islo K, Ze pro kazdou trojici [x, y,z] z intervalu I plati | f(x,y, z)| <K.
2 Viz Apendix A3.
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nazveme tuto limitu trojnym Riemannovym integrdalem funkce f(x) na intervalu I. Samot-
nou funkci pak nazveme integrovatelnou na intervalu 1.

Pro trojné integraly na intervalu I= <a,b> X <c,d > X (e, g> pouzivame obvykle oznaceni

f f ff(x,y, z)dxdydz ' nebo Iﬂ;f(x,y, z)dxdydz .

Véta (Fubiniova)
Necht je funkce f(x,y,z) integrovatelna na intervalu 1= <a,b> X <c, d > X <e, g> . Pak plati

T} If(x,y, z)dxdydz = I] J(j'f(x,y, Z)dZJ dy |dx.

Poznamka

Podle Fubiniovy véty muzeme tedy trojny integral na trojrozmérném intervalu pocitat jako trojici integralti jed-
noduchych, pficemz podobné jako u integralti dvojnych nezalezi na poradi integrace. Musime ovSem zarucit, Ze
hledany trojny integral existuje, coz je mozné napiiklad pro spojité integrandy.

Integraly na pravé stran€ rovnosti nazyvame zpravidla trojndsobnymi.

Trojné a trojnasobné integraly na obecnéjSich mnozinach
Definice

Necht M je podmnozinou ngjakého trojrozmérného intervalu I= <a,b> X <c, d > X <e, g> .

Na tomto intervalu definujme funkeci

h(x,y,z)=1 pro[x,y,z]eM,
h(x,y,z)=0 pro [x,y,z]¢ M.

Pokud existuje ” J; h(x,y,z)dxdydz , nazveme mnozinu M (Riemannovsky) mévitelnou a

odpovidajici trojny integral mirou (objemem) této mnoziny.

Poznamka
Vsimnéte si, ze mira intervalu (a, b) X <c, d > X (e, g> je podle ocekavani (g—e)(c—d)b—-a).

Definice_
Necht McIc R’ (I jeuzavieny interval z R’) je méfitelnd mnozina a funkce f(x,y,z)
je na ni definovana. Na intervalu 1 definujme novou funkci

f(x,p,2) =f(x,,2) pro [x,y,z]e M,

f(x,y,2)=0 pro [x,y,z] & M.

venr

cialu vnéjsimu. Je to obdobné jako u integrald dvojnych.
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Pokud existuje ” J; f(x,y,z)dxdydz , fekneme, 7e funkce f je na mnoZing M Riemannov-

sky integrovatelna, a odpovidajici integral nazveme trojnym Riemannovym integrdlem funk-
ce f na mnozin¢ M.

Pro trojné integraly na obecnych méfitelnych mnozinach budeme ve shodé s vyse uvedenym
znacenim pouzivat symbol ” L‘ f(x,y,z)dxdydz .

4.4 Substituce v trojnych integralech

Podobné jako v pripadé dvojnych integralti predpokladame, Ze ptechod od integrac¢nich proménnych x,y az
k novym proménnym u, vaw

x=@,v,w) , y=y,v,w) , z=yu,v,w)
splituje nasledujici podminky:

e funkce ¢, ¥ a y zobrazuji vzijemné jednoznacné n&jakou méfitelnou mnozinu A — R® na jinou mé-
fitelnou mnozinu B c R?,
e funkce ¢, ¥ a y majina mnoziné A spojité prvni derivace,
e Jacobiho determinant substituce
op/ou Oplov Oplow
512 _ el oy fou owjov owlow
o,y W) oxlou oxov dyow
je na mnozing A nenulovy'.

Véta (o substituci)
Jsou-li spInény podminky ptfedchazejici poznamky a funkce f(x,y,z) je integrovatelnd na

B, plati’

Iﬂf(x,y,z)dxdydz = ”If((o(u,v, w),w(u,v,w), y(u,v, w)) oAx,,2) dudvdw .

o(u,v,w

Poznamka

Pomoci véty o substituci se Casto podaii pfevést integraci na obecné méfitelné mnozin€ na jednodussi integraci
na trojrozmérném intervalu. Nize si ukazeme konkrétni pouziti této véty pti pfechodu od kartézskych

k valcovym a kulovym soufadnicim.

Integrace ve valcovych (cylindrickych) souradnicich

Definice
Soutadnice >0, ¢#e(0,27) a ze(-w,+x), které souviseji s kartézskymi souradnicemi

prostiednictvim vztaht

X=rcosg,
y=rsing,
z=1z,

nazyvame souradnicemi valcovymi.

"1 v piipadé trojnych integralii je mozno predpoklad nenulovosti Jacobiho determinantu ponékud zeslabit.
? Svislé ¢ary | | oznaduji v integralu na pravé strang absolutni hodnotu.
3 Kartézska soufadnice z je totozna s cylindrickou. UZivame proto pro né stejné oznaden.
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Véta
Necht je funkce f(x,y,z) integrovatelna na valci C = {[x, yz]eRGx* +y* <1’,0<z< h} .
Pak plati

7

([ e, 2)dxayez = | j j F(r,d,2)rdrdpdz = ?{2T(r}f(r,¢, z)m’rJ d¢J dz
kde f(r,¢,2) =f(rcosg,rsing,z).

Integrace v kulovych (sférickych) souradnicich

Definice
Soutadnice »>0, g€ <0,27z) a Qe <0,7z> , které souviseji s kartézskymi soufadnicemi

prostfednictvim vztahii
xX=rcos@sing,
y=rsingsing,
z=rcosd,

nazyvame souradnicemi kulovymi.

Véta
Necht je funkce f(x,y,z) integrovatelna na kouli S = {[x,y,z] eR;;x*+y" +2° < roz} . Pak
plati

I

Oj F(r,$,0)sin0 r’drd¢do = ?[zf[rojf(m,e) rzdrjd;zs}in 0deo,

0

j j j f(x,v,z)dxdydz = jzj

0

kde f(r,$,0) =f (rcosgsin®, rsingsind,rcosd).
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