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3 Integralni pocet funkci jedné realné proménné

3.1 Primitivni funkce, neur¢ity integral

Definice
Necht' f je redlnd funkce jedné redlné proménné. Funkci F nazveme primitivni funkci
k funkci f naintervalu (a,b), jestlize pro kazdé x e (a,b) plati

f(x)=F'(x).

Pro primitivni funkci pouzivame téz nazev neurcity integral a oznaceni
[reoyds.

Samotnou funkci f nazyvame integrandem ptislusného neurcitého integralu.

Véta
Primitivni funkce F je funkci f ur€ena az na aditivni konstantu jednoznac¢né. Plati tedy:

e jec-li na n¢jakém intervalu (a,b) funkce F primitivni k funkci f, je funkce F +C, kde
C je realna konstanta, na stejném intervalu rovnéz primitivni funkci k f;

e jsou-linaopak F a G dvé€ primitivni funkce k zadané funkci f na intervalu (a,b), plati
pro kazdé x z tohoto intervalu F(x)—-G(x)=C, kde C je opét n¢jaka realna konstanta.

Véta
Primitivni funkce je vzdy funkci spojitou.’

Véta (linearita integralu)
Existuji-li na intervalu (a,b) integraly na pravych stranach uvedenych rovnosti, plati na
tomto intervalu

[[7G)+g)]dx = [f(x)dx+ [g(x)dx,
[lr0 -g@]dr = [f(x)dx - [g(x)dx,
J.[cf(x)]dx =c jf(x)dx .

Poznamka

Uvedené rovnosti plynou okamzité z pravidel o derivovani souctu, rozdilu a nasobku funkce (viz kapitola 1.2).

Pravidlo o integrovani souctu (i rozdilu) je mozno rozsifit prostfednictvim principu matematické indukce na
libovolny konecny pocet s¢itancti v integrandu levé strany:

[+ 41, (0)]dx = [fi(r)dx+...+ [, ().

Poznamka
Na zakladé zkuSenosti s derivacemi elementarnich funkci® miizeme piimo z definice uréit nékteré specialni pri-
mitivni funkce. Vysledky spolu s odpovidajicimi vzorci pro derivovani shrnuje nasledujici tabulka.

! Naopak je mozno ukazat, ze funkce spojita na intervalu ma vzdy primitivni funkci. Viz téz kapitola 3.6.
? Viz tabulka v kapitole 1.2.
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Vybrané primitivni funkce

S F(x)= [f()dx g(x) g'(x)
xll xn+l 4
+C x" nx"
(n# -1 n+1
1 1
x'=— In|x|+C In x 2
X x
e’ e +C e’ e’
ax +C ax ax Ina
Ina
cosXx sinx+C sin x cosx
sin x —cosx+C COS X sin x
12 tgx+C tgx 12
COS”™ X cos” x
1 1
— —cotgx+C cotg x ——
sin” x sin” x
1 arctgx +C P 1
o arccotgx+ C arctgx = 3 arccotg x i
1 arcsinx + C . pa 1
arcsin x = — —arccos x
1-x2 —arccosx+C 2 -2

3.2 Integrace per partes
Na zaklad& pravidla o derivovani sou¢inu' snadno nahlédneme, e plati

Véta
Maji-li funkce f a g naintervalu (a,b) vlastni derivace a existuje-li na tomto intervalu
neurcity integral na pravé strané uvedené rovnosti, existuje i integral na strané levé a plati

[£'@gtdx = f(g@)~ [f (g (x)dx.

Poznamka

Uvedené pravidlo miZze byt uzite¢né, pokud se ndm podaii integrand neurcité¢ho integralu, ktery neumime vypo-
¢itat ptimo, rozloZit na soucin  f'(x)g(x) tak, Ze novy integral na pravé strané vySe uvedené identity uz vyéislit
umime. Tento zplisob integrace se nazyva integraci per partes, Cili po édstech. Bohuzel, ne vzdy je vSak zming-
ny rozklad zfejmy na prvni pohled, a tak pouziti véty o integraci per partes vyzaduje obvykle nemalo praktic-
kych zkuSenosti.

V nésledujici tabulce shrnujeme nékolik jednoduchych integralt, k jejichz vypoctu je mozno uzit metodu per
partes s velkym uzitkem.

"' Viz kapitola 1.2.
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Vybrané integrace per partes

integral rozklad integrandu
f(x) g(x)
[inxdx = x(nx-1)+C 1 In x
xn+1
_[x" Inxdx = (lnx— j+C x" Inx
n+1 n+1
1, .

J.cos2 xdx=5(31nxcosx+x)+C M cos X cosx
. 1 . . .
J.sm2 xdx = E(X —sinxcosx)+C @ sin x sin x

J.xexdx=ex (x—1)+C e X
Ixsinxdx=sinx—xcosx+C sin x X
Ixcosxdx=cosx+xsinx+C CcoS X X

J.arcsin X dx = xarcsin x

- Iﬁdx @ 1 arcsin x

x 0
J.arccos X dx = xarccos x + Iﬁ dx 1 arccos x
1-x

Poznamka

Pfi vypoctu nékterych integralt musime integraci per partes provést opakované. Pouziti metody per partes
v jediném cyklu nds sice ke kyzenému vysledku pfiblizi, neumozni ndm jej vSak dosahnout. Misto opakovaného
pouZiti vzorce pro integraci per partes je v takovém piipadé obvykle technicky mnohem jednodussi pouzit obec-
nych rekurentnich vztahii, které je mozno prostiednictvim véty o integrovani per partes ziskat. Nékteré dulezité
rekurentni vztahy shrnuje nasledujici tabulka, mnoho dalsich je mozno nalézt ve specializované literatufe (viz
napf. [2], [4] a [5]), kam rovnéZ odkazujeme zajemce o podrobnosti.

Vybrané rekurentni vztahy ’

integral rozklad integrandu
!
J'(x) g(x)
Ix"e'”dx =x"e" —n J.x”_lex dx, nx1 e’ x"
Iln" xdx =x1n"x—n_[1n"'1xdx, n>1 1 In" x
Ix" sinxdx = —x" cosx+n _[x”’l cosxdx, n>1 sin x x"

' P¥i vpoctu integralu je nutno kromé integrace per partes pouzit dobie znamou identitu sin’x + cos’ = 1.
Blize viz doporucena literatura.
? Integral na pravé strang uvedené rovnosti mizeme vypo&itat napt. pomoci substituéni metody (viz nasledujici
kapitola).

n oznacuje v uvedenych vztazich celé ¢islo.
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_[x” cosxdx = x" sinx—njx"’1 sinxdx, n>1

cos x x
J.sin” xdx = —%cosxsin”’1 X+ n;l J.sin"’2 xdx, n#0 O sin x sin" x
Icos" xdx = %sinxcos"’1 X+ n;l J.cos”’2 xdx, n#0W COS X cos™! x

J. ! —dx = al H+2n—3 ! —dx, nx=2 1 ! -

(1+x7) 2n-D(1+x7) 21-27(1+x7) (1+)

Priklad
Ukazme si pouziti rekurentniho vzorce pii vypoctu J.xse'Y dx.?

Ptedevsim pro jednoduchost ozna¢me J.x"ex dx symbolem I, . Podle zadani tedy hleddme /; a vySe uvedeny

rekurentni vzorec mizeme piepsat do tvaru
I, =e",
_ h_x
I =x"e" —nl .

Cely vypocet zahrnuje pét jednoduchych algebraickych krok:

I, =xe* -1, =xe" —¢" =(x—1)e",

I, =x’e" -2l =x’¢" —2(x—l)ex =(x’ —2x+l)ex,

(
I,=xe -3, =xe" —3(x2 —2x+1)e* =( P -3x7 +6x—3)ex,

I, =x‘e" —4I, =x'e" —4(x3 -3x° +6x—3)ex =(
=(

I, =x’e" -5, =x"¢e" —5(x4 —4x’ +12x7 —24x+12)e*

Po doplnéni nezbytné integracni konstanty ziskavame nakonec vysledek

ije* dx = (x5 —5x* +20x° —60x> +120x — 60)e* +C.

' PHi vypoctu integralu je nutno kromé integrace per partes pouzit dobie znamou identitu sin’x + cos’ = 1.

Blize viz doporucena literatura.

2 Vypocet pomoci opakovaného pouziti pravidla o intergrovani per partes proved’te samostatné a porovnejte

pracnost obou postuptl.

X —dx® +12x% = 24x + 12)e"‘ ,
¥° = 5x* +20x* —60x> +120x — 60)e"‘.
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3.3 Integrace substituci

Véta (prvni véta o substituci)
Necht G(y) je primitivni funkce k funkci g(y) a funkce f(x) je diferencovatelna'. Pak

funkce G(f(x)) je primitivni funkei k funkei g(f(x)).f"(x) .2

Pozniamka
Predchazejici vétu je mozno stru¢né zapsat ve tvaru

[2(f()f (x)dx = jg(y)dy\y:m :

To znamena, ze integral na levé strané mtzeme urcit pomoci integralu na strané pravé, v némz po provedeni
vypoctu dosadime za novou proménnou y funkci f(x). Situaci jsme si tedy formaln¢ zjednodusili substituci

(ndahradou) f(x)—>y.
Pouziti prvni véty o substituci tedy zahrnuje
e rozklad integrandu piivodniho integralu na vyse naznaceny soucin,

e vypocet nového, zpravidla jednodussiho integralu.

Priklad

= —1n|cosx|+C 3

y=cosx

Itgxdx= J-sinxdxz_J-—sinxdx:[y= cos(x) } =—J%dy

cosx cosx y'= —sin(x)

Véta (druha véta o substituci)
Necht' f(x) je integrovatelna funkce a funkce #h(¢) je diferencovatelnd a prostd na néjakém

intervalu realné osy. Pak mizeme psat

Jreds=[royrod .

Poznamka
Upravy provadéné pii vypodtu integralu na pravé strané uvedené formule zahrnuji ndhradu x — A(¢) a formal-

ni ndhradu dx — A'(t)dt. Nakonec je tieba se vzdy vratit k piivodni nezavislé proménné, ¢ehoz dosdhneme

zpétnou substituci 1 — 4 ' (x), kde symbolem &' oznadujeme funkci inverzni k funkci A.

Poznamka

Pti praktickém pouziti druhé véty o substituci tvoii zpravidla nejobtiznéjsi ¢ast vypoctu nalezeni vhodné substi-
tuce x=Ah(t), kterd by feseny problém dostatecné zjednodusila. To zpravidla vyzaduje velkou praktickou zku-
Senost, kterou muZzete ziskat jen vyfeSenim dostatecného mmnozstvi piikladt riznych typl. Nastésti byly
pro mnoho uloh, s nimiz se miZzeme setkat v piirodnich a technickych védach, k cili vedouci substituce nalezeny
a shrnuty ve vSech zakladnich ucebnicich integralniho poctu a v matematickych ptiruckach (viz napt. [2], [4] a
[5]). O nékterych specialnich substitucich se zmifiujeme v kapitole 3.5.

' Oboji na n&jakém otevieném intervalu realné osy.
? Jak je ziejmé z véty o derivovani slozené funkce (viz kapitola 1.2).
3 Samostatné proved’te obdobnym zptisobem vypodet J.cotg xdx.
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Piiklad
| R
=—e" +C.

ax d . d
_[e dx={x=é;dx=—t}=_[e_l -

(24 a

1=ax

Priklad
Pfi vypoctu nasledujiciho integralu zavadime novou proménnou u, jejiz hodnoty omezujeme intervalem
(—ﬂ/ 2,7/ 2) . Peclivé si rozmyslete, kde vsude béhem vypoctu tento piedpoklad vyuzijeme. Pak se pokuste

podle niZe uvedeného navodu uréit tenty? integral s proménnou u € (7 /2,37 / 2) .

= _[cosz udu

u=arcsin x

.[\ll—xzdx:[xzsmu } = _[\ll—sinzucosudu

dx =cosudu

u=arcsin x

%(sinucosu+u)+C =%(sinu\jl—sin2u+u)+c = %(arcsinx+x\/l—x2)+C.

u=arcsin x u=arcsin x

3.4 Integrace racionalnich lomenych funkci

V této kapitole si ukazeme, jak integrovat racionalni lomené funkce, tj. takové funkce, které je mozno psat jako
podil dvou polynom:

P (x)
R(x) = —2,
(x) 0. (x)

kde P(x)=ax"+..+ax+a, a Q (x)=bx" +..+bx+b, (a,#0,b, #0).

Nejdrive vyfesime nekolik specialnich prikladd, v nichz se soustfedime na racionalni lomené funkce s linedrnim
dvojclenem ¢i kvadratickym trojclenem ve jmenovateli. Jejich vysledky nakonec pouzijeme pfi formulaci obec-
ného navodu, jak integrovat racionalni lomenou funkci obecného tvaru.

Integrace racionalni lomené funkce s linearnim dvojélenem ve jme-
novateli

Priklad 1a

J. ! dx:lln|ax+b|+C,
ax+b a

az0

= l1n|ax+b|+C
a

y=ax+b

=ax+b
- e o,
ax+b dy = adx a‘y
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Priklad 1b

J‘;dx= ! (ax+b)1 "yC,
(ax+b)" al-n
az0, n#l

J'( 1 _dx = |:y=ax+bi| _ %J‘lﬂdy

ax+ b) dy = adx

Piiklad 2
Iax+b di=2s 2 (é_ﬁjlnx_,_i_,_c’
px+q p p\a p p
az0, pz0
b x+l_i+ﬁ b_4a
J-ax+b dx:J‘de——J‘x—i_de——I#dx:iI 1+% dx
px+q p(x+ ) x+p P x+; P x+;
b 1 b
=£x+—(——£}j quzﬁx (——EJln x+d+c
p p\a p) x+ p p\a p p

Poznamka
Integral z ptikladu 2 miZzeme pievést pfimo na integral typu la, vydélime-li polynom v ¢itateli jmenovatelem.

Integrace racionalni lomené funkce s kvadratickym trojélenem ve
jmenovateli

Poznamka
. . : . B, (x) .y s i .
Za podminky @ =0 mlZeme integral Iz"— dx  prevést na formalné jednodussi integral
ax” +bx+c
P . . . .
J‘% dx." Konkrétni postup pfi jeho vypoltu pak zavisi na charakteru kofenii kvadratického trojélenu

ve jmenovateli a na tvaru polynomu v Citateli integrandu. V nasledujicich ptikladech probirame jednotlivé
v§echny moznosti, které mohou nastat.

=b/
! IL)C) dx = 1 Iﬂ dx = [p a} =— J. G dx . Nepodstatny multiplikativni faktor 1/a

ax’ +bx+c X +lx+s g=cla X+ px+q
v dalsim vykladu pochopitelné neuvazujeme.
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Priklad 3a

dva jednoduché realné koteny x, a x,

_[z 1 dy = 1 |x xl|+C,
X +px+gq X - |x X,

Pfedevsim miZeme psat x* + px+q =(x—x )(x—x,), a potitany integral proto prepsat do

tvaru
1

'[(x—xl)(x—xz)

Diive, nez budeme pokracovat v integrovani, upravime racionalni lomenou funkci do vhod-
n¢j$i podoby

dx .

1 A B
+

(x—xl)(x—xz) X=X, X—X,
Neznamé konstanty 4 a B ziskame pfevedenim vyrazu na pravé strané rovnosti na spolec-
né¢ho jmenovatele a porovnanim koeficienti u jednotlivych mocnin ¢itatele takto ziskané¢ho

zlomku s Citatelem levé strany rovnosti:

A B _(A+B)x—(Ax2+Bx1)

X=X, x—xz_ (x—xl)(x—xz)
Odtud vyplyva
A+B=0,
—(Ax2+Bxl)=1,
¢ili
A= ! a B=- !
X=X, X=X,

Nyni tedy mizeme psat

1 1 1 1
dx = dx— d.
J.(x—xl)(x—xz) y X =X, J‘x—xl y X, =X, J‘x—xz ’

a podle vysledku ptikladu 1a nakonec i

1 |x x|
J.(x X, (x xz)d le xX— x;

dx = +C.

J.x +px+q
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Priklad 3b

jeden dvojnéasobny realny kofen x,

V tomto piipadé plati pro polynom ve jmenovateli x° + px+g¢ = (x - X, )2 , a dalsi vypocet je
proto ptfimocary:

1 1 y=x-Xx, 1
——dx= |[———=dx= = |—=d
J.x2+px+q ! J‘( )2 ¥ [dy:dx } J. z @

X—Xx,

Piiklad 3¢
zadny reélny kotfen

p

I ! dx = | arctg(Lx+—j+C
Xpx+qg A JAT 2A)

kde A=qg-p’/4.

Podle piedpokladu ziejmé plati A=g—p°/4>0, a kvadraticky trojélen ve jmenovateli
mizeme tedy doplnit na aplny ctverec

2 2 2
X+ px+q= (x+£j + g-£-|= (x+£j +A.
prrd 2) \174 2

Pak mzeme ovSem psat
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Priklad 4

J- ax+b

X'+ px+q

dx =£[ln|x2 +px+q|+(c—p)_[2;dx}
2 X +px+q

b

a#0
Za ptedpokladu a #0 je mozno psat
J- 2ax+b dxzﬁj. 22x+c dx |
X +px+q 2x "+ px+gq

kde jsme zavedli c¢=2b/a, a pfi dalSich vypoctech se soustiedit na jednodussi integral na
pravé strané:

J‘ 2x+c¢ dx:J‘2x+p_p+cdx:j22x¢dx+(c_p)
X

1
> > .[—2 dx .
X"+ px+gq X +px+q +px+gq X"+ px+gq

Uloha je tedy pievedena na vypocet dvou novych integrald. Druhy z nich poéitame pomoci
postupit uvedenych v ptikladech 3a — 3c, pfi vypoctu prvniho integralu uzijeme prvni véty o
substituci

I 2x+p dx:{y=x2+px+q }=jldy

= Inlx’ C).
X'+ px+q dy=(2x+p)dx y e +px+q| (+ )

y=x’+px+q

Priklad 5!

2x+e —dx, nx2

(x2 +px+gq

Inspirovani postupem uvedenym v piikladu 4 miizeme okamzité psat

&dx: 2x—+p’1dx+(c—p).|‘;dx.

(x2+px+q)n (x2+px+q x2+px+q)n

I nyni je tedy uloha pfevedena na vypocet dvou novych integralii. Prvni z nich pocitdme po-
dobné jako v ptfedchazejicim piikladé, tj. pomoci prvni véty o substituci

! Nize piedpokladame specialni tvar linearniho dvojélenu ve jmenovateli. Poueni vypoéty provedenymi
v piikladu 4 vime ale, ze se timto nijak neomezujeme co do obecnosti zadani.



- 46 - Integralni pocet funkci jedné proménné

=L(x2 +px+q)l_n +C.

bcidx:[y=xz+px+q}: J'de
V' —n

(x2+px+q)n dy=2x+p

Postup pii vypoctu druhého integralu zavisi na tom, ma-li kvadraticky polynom ve jmenova-
teli realné koteny, ¢i nikoliv. Pokud je m4, a to navic dva rizné, musime pti vypoctu integralu
pouzit pravidlo 2 pro integrovani obecné racionalni lomené funkce uvedené nize v této kapi-
tole. Pokud je kofen kvadratického polynomu realny a dvojnasobny, pfechazi pocitany inte-
gral na integral z piikladu 1b.

y=x’+px+q

Proved'me vypocet pro ptipad, kdy kvadraticky vyraz nema redlné¢ kotfeny. Podobné jako
v prikladu 3c i nyni pomtize doplnéni kvadratického troj¢lenu na uplny ctverec. Také dalsi
postup je zcela obdobny tomu, ktery jsme nastinili v ptikladu 3c:

1 | 1 1
I(x2+ X + ndx:j % "dx:A"'[ R
px+q [(x+2) +A} [(k;ﬁﬁx) +1}
Y=EExtE 1 Ly,
= = - P
dy == dx A2 I (»*+1) s

Integral J.l/ ( o+ l)n dy pocitame nejsnadnéji pomoci rekurentniho vzorce (viz kapitola [o]).

Poznamka

Integral racionalni lomené funkce s kvadratickym trojélenem ve jmenovateli a polynomem tfetiho nebo vyssiho
fadu v Citateli mizeme vzdy prevést délenim téchto polynomid na soucet integralu polynomu a nékterého
z integralll probiranych v piikladech 3a — 3c ¢i 4.

Integrace obecné racionalni lomené funkce

V zéavéru této kapitoly formulujeme obecna pravidla pro vypocet integrald racionalni lomené funkce za ptedpo-
kladu, e stupeii polynomu v ¢itateli je mensi nez stupeti polynomu ve jmenovateli '. Nize tedy predpokladime,
zepro R(x) =P (x)/Q,(x) plativzdy n<m.

Pravidlo 1
Ma-li polynom Q,,(x) pouze jednoduché redlné koreny, tj. O (x)=b, (x—x)..(x—x,), Je
vyhodné integrovanou funkei psat ve tvaru >

R(x):bi( 4 .t A, J,

X=X X—Xx

m

kde zatim nezndmé realné konstanty 4,,..., 4, nalezneme tak, Ze pravou stranu rovnosti pie-
vedeme na spole¢né¢ho jmenovatele a takto ziskané koeficienty u jednotlivych mocnin x

! Protoze obecna racionalni lomena funkce miize byt vzdy pievedena délenim polynomi v &itateli a jmenovateli
na soucet polynomu a jiné racionalni lomené funkce, ktera jiz uvedeny predpoklad spliuje, je mozno nize uve-
denych pravidel pouZit i ve zcela obecném piipadé.

? 0 rozkladech uvedenych v pravidlech 1-3 se obvykle hovoii jako o rozkladech racionalni lomené funkce na
parcidlni zZlomky.
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v Citateli porovndme s odpovidajicimi koeficienty polynomu P (x) ! Vypoget integralu
J.R(x)dx je pak preveden na vypocet integralii z ptikladu 1a.

Pravidlo 2
Ma-li polynom Q,,(x) pouze redlné, obecné vsak nasobné koieny, tj. plati-li

0,(x) =b, (x-x)"... (x-x)", Zr:mr =m,

rozlozime integrovanou funkci do tvaru

A A

A A
R(x)zL . L R

— T — |

1 »

bm X=X (x—xl) X=X, (x—xr)

kde neznamé redlné konstanty A4, ,,...,4,, nalezneme opét tak, Ze pravou stranu rovnosti

pfevedeme na spole¢ného jmenovatele a takto ziskané koeficienty u jednotlivych mocnin x
v Citateli porovname s odpovidajicimi koeficienty polynomu P (x). Vypocet integralu

IR(x)dx je takto preveden na vypocet integrala z ptikladl 1a a 1b.

Pravidlo 3
Ma-li polynom Q,,(x) redlné i imagindrni, obecné viak ndasobné koreny, mizeme jej psat ve
tvaru

nS

0,x) =b, (x-xl)ml (x-xr)m’ (x2 +plx+ql)n1 ...(x2 +psx+qs) ,

kde uvedené kvadratické polynomy jsou jiz nerozlozitelné. Pak je ovSem vyhodné rozlozit
integrovanou funkci podle vzorce

1| 4 A A A
R(x)= —| 4+ — oy Ty
bm X=X (x—xl) X—X, (x—xr) "
2Cl,1x+Bl,1 - Cl,n]x+Bl,nl - fs,1x+Bs,l - Cv,nl\.x+Bs,ns |,
1 s
(x +P1x+ql) (x2+p1x+ql) (x +ps'x+qs) (x2+psx+qs)

kde realné konstanty A4;, By a C,, opé&tnalezneme tak, Ze pravou stranu rovnosti pievede-
me na spole¢ného jmenovatele a takto ziskané koeficienty u jednotlivych mocnin x porov-

name s odpovidajicimi koeficienty polynomu P (x). Vypocet integralu J.R(x)dx takto pie-

vadime na vypocet integralt z piikladi 1-5.

! Srovnejte s ptikladem 3a v této kapitole.
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3.5 Vybrané specialni integraly

Pomérné velké mnozstvi na prvni pohled komplikovanych integrald je mozno vhodné zvolenymi substitucemi
pfevést na integraci racionalni lomené funkce, kterou jsme podrobné probrali v predchazejici kapitole. Nize
shrnujeme nékteré z téchto velmi uzitecnych a Casto pouzivanych substituci, jiné je mozno nalézt ve vSech po-
krocilych u€ebnicich a ptiru¢kach vénovanych integralnimu poctu (viz napt. [2], [4] a [5]).

Definice
Pod polynomem dvou proménnych P(x,y) rozumime konecny soucet sCitanci typu

p q . W rowrs
a,x"y?, kdep a g jsou pfirozena Cisla nebo nula,

P(x,y) = Zapqx”yq .

p.q

Pod racionalni lomenou funkci dvou proménnych R(x,y) rozumime podil dvou polyno-
mi dvou proménnych
P(x,y)
O(x,)
Poznamka

Nasledujici tabulka shrnuje n€které specialni typy neurcitych integralti, které je mozno pomoci uvedenych sub-
stituci pfevést na integraly racionalni lomené funkce.

R(x,y) =

Integral Omezujici pod- Substituce
minky

J-R xxax+b dx s>1, t_sax+b

Nex+d ad—bc#0 “Nex+d

_[R(x,\/ax2+bx+c)dx R <0, ? (= X250
b —4ac>0 X, —X

50 t=\/ax2+bx+c—x\/;
J.R(x,\/ax2 +bx+c)dx a=% nebo

b* —4ac#0"*
t=~ax®> +bx+c +x\/2 5

J.R(cos x,sin x) dx t= tg(gj , x#krx

" Je-li ad —bc =0, je vyraz pod odmocninou konstantni (dokazte) a (iloha se méni na problém integrace prosté
racionalni lomené funkce.

* V ptipadé nulového & zaporného diskriminantu kvadratického vyrazu pod odmocninou je tento vyraz defino-
van v jediném bod¢ realné osy ¢i dokonce neni definovan vibec.

? x,x, jsou kofeny kvadratického vyrazu ax’ +bx+c.

* Je-li diskriminant kvadratického vyrazu pod odmocninou nulovy, je mozno provést nazna¢ené odmocnéni a
uloha prechazi na integraci racionalni lomené funkce.

—4 ,kde x, a x, jsou kofeny kvadratického poly-

> Je-li ad —bc >0, mizeme téZ pouzit substituce ¢ =
X—X,

nomu pod odmocninou.
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IR(ex)dx t=¢e"
dx _
IR(Inx); t=Inx

Poznamka
Substituce v integralu J.R (cosx,sinx)dx podle navodu z vyse uvedené tabulky vyZaduje provedeni nasleduji-

cich nahrad'

-7 . 2t 2dt
Cosx > ——, sinx>—— a dxr—>—.
1+1¢ 1+¢ 1+¢

Protoze tato substituce vede velmi ¢asto k neumérné komplikovanym vyraztim v integrandu pocitaného integra-
lu, uzivaji se obvykle v nize uvedenych specialnich piipadech substituce jiné: plati-li* R(-x,y) = —R(x, ), je
doporucovana substituce ¢ =cosx,

e plati-li R(x,—y)=-R(x,y), je vyhodné pouzit substituce ¢=sinx,
e plati-li R(—x,—y)=R(x,y), polozime s vyhodou z=tgx.

3.6 Urcité integraly

Newtonuv urcity integral

Definice
Necht F(x) je naintervalu I primitivni funkce k funkci f(x). Newtonovym urcitym in-

tegrdalem funkce f od a do b 3 (a,bel) nazveme &islo F(b)—F(a).

Poznamka
Urdity integral oznacujeme obvykle symbolem

[£ @y,

kde ¢islo b nazyvame horni mezi a ¢islo a dolni mezi tohoto integralu.

Pro rozdil funkénich hodnot primitivni funkce F v krajnich bodech integra¢niho oboru se casto pouziva zapis
b
[F(x)]ﬂ =F(b)-F(a).

Poznamka
Vsimnéte si, ze ackoli primitivni funkce F(x) neni ur€ena jednoznaéng, urcity integral r f(x)dx jiz jedno-

znaéné urcen je.

! Podrobnosti nalezne &tenat napi. ve starsi, le¢ vynikajici zdkladni uéebnici Havlickové [2] nebo v pokrogilé
ucebnici Jarnikové [4].

% pro viechna x a y z defini¢niho oboru R

>a a b jsourealna &isla.
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Véta
Funkce G(x)= r f(&)dE je jednou z primitivnich funkei k funkei  f(x)." Plati tedy

d X
X)=— dé.

S =— Jf(f) ¢
Véta
Pro pocitani s ur¢itymi Newtonovymi integraly plati nasledujici pravidla:

b a

[fGode= - [f()ax,

a b

[r@ax=o0,

[reodx+ j f(x)dx = j f(x)dx.

Véta
Necht pro kazdé x zintervalu (a,b) plati f(x)>g(x). Pak

b b
jf(x)dx > Ig(x)dx.
Speciélng, je-li na intervalu <a,b> f(x)>0, mizeme psat

Z]‘f(x)a’xZO.

Poznamka
Pfi vypoctu urcitého Newtonova integralu hleddme obvykle nejdiive primitivni funkci k zadané funkci f(x). 2

Miuzeme proto vyuzit vSech pravidel a vét, které jsou pro vypocet neurcitych integralli (souctovy vzorec, integra-
ce per partes, substituce) formulovany v predchazejicich kapitolach.

Riemannuv urcity integral

Definice
Necht’ <a,b> je uzavieny interval a Cisla Xo.Xp5eer X, spliiuji  podminku

a=x,<x <..<x,=b.Pak uspofddanou mnozinu téchto ¢isel D= {xo xl,...,xn} nazveme

délenim intervalu <a,b> . Nejvétsi z Cisel |xl. -x,|, i=1...,n, nazveme normou déleni D

a budeme pro n¢ uzivat oznaceni v(D).

Definice
Necht D= {xo,xl,...,xn} je déleni uzavien¢ho intervalu (a,b), &= {&,...&,} mnoZina

! Tato primitivni funkce spliiuje navic i podminku G(a)=0.

2 Nékdy mizeme vysledek odhadnout pfimo. Tak napf. f f(x)dx je pro lichou funkci vzdy nulovy.
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realnych cisel spliyjicich pro kazdé¢ i=1,2,..n & e<xi_1,xi> a f omezena funkce na
<a,b> ! Pak soucet

S(f.D,&)= ﬁf(é)(xi “x)

nazveme Riemannovou integralni sumou funkce f pro déleni D a mnoZinu ¢isel &.

Definice
Necht D, je posloupnost déleni intervalu <a,b>, jejichz norma konverguje k nule,

lim v(D,)=0, a &y posloupnost mnozin &isel {cfl(N ) ey EW )} z predchazejici definice pfi-

n—>+o0
fazenych délenim D, . Funkce f(x) necht je definovana a omezena na intervalu <a,b>.
Existuje-li pro viechny takové posloupnosti jejich spole¢na limita®

[=lim S(f,Dy.8y),

nazveme tuto limitu Riemannovym urcitym integrdalem funkce f(x) na intervalu <a,b> 3

Poznamka
Pro Riemanniv urcity integral budeme z dtivodi, které objasnime niZe, uzivat stejné oznaceni jako pro integral

Newtoniiv, tj. [ f(x)dx.

Poznamka
Podle ptedchézejici definice umime urcit Riemannav integral jen pro a <b. Definujme proto dale

_[f(x)dXE —‘]f(x)dx pro b<a ,

[fodx=0.
Véta
Necht’ je funkce f(x) spojitd na uzavieném intervalu <a,b>. Pak existuje na tomto inter-
valu jeji Newtonlv i Riemanniv ur€ity integral a oba jsou si rovny.

Poznamka
Predchazejici véta ukazuje souvislost mezi Newtonovym a Riemannovym urcitym integralem pro jeden specidlni

typ funkeci - funkce spojité. Plati i obecnéjsi tvrzeni, Ze pokud pro danou funkci existuji na intervalu (a,b) oba

urcité integraly (Newtondv i Riemanniv), jsou si navzajem rovny. Proto se pro Newtonllv a Riemanntv integral
pouziva obvykle stejného oznaceni. Dilezitym disledkem této véty je

Véta
Funkce f, kterd je spojitd na <a,b> , mana (a,b) primitivni funkci. Pro pevné zvolené, le¢

libovolné ce <a,b> je F(x)= _[X f(&)d& jednou z téchto primitivnich funkci.

"' Tj. existuje takové nezaporné &islo K, e pro kazdé x zintervalu (a,b) plati | f (x)| <K.

* Viz Apendix A3.
3 Definice Riemannova integralu je inspirovana praktickou tlohou vypoétu plochy pod grafem zadané funkce.
Podrobnéji o tomto v§ak az v kapitole vénované aplikacim integralniho poctu.
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3.7 Nevlastni integraly

V predchazejici kapitole jsme se naudili pocitat ur¢ité Newtonovy a Riemannovy integraly na intervalech konec-
né délky. V aplikacich se vSak Casto vyskytne problém, kdy je tfeba zadanou funkci integrovat pies interval,
jehoz jedna, ¢i dokonce ob€ meze jsou nekonecné. V nasledujicim vykladu si ukazeme, jak se da pojem urcitého
integralu roz$ifit i na intervaly nekonecné délky. V takovém piipadé pak obvykle hovoiime o integrdlech ne-
viastnich. V predchéazejici kapitole definované urcité integraly pak, je-1i to nutné v zajmu odliSeni, nazyvame
integraly vlastnimi.

Definice
_wayus;g;Tfuyh,
) b
[ reode=tim [f(vax .
Poznamka -~ ‘

Predpokladame ovSem, Ze integraly i ob€ limity na pravé strané vySe uvedenych defini¢nich rovnosti existuji.
Ptipoustime pfitom limity vlastni i nevlastni.

Méme-li navic vy3e na mysli Newtonovy uréité integraly, mizeme uvedené definiéni rovnosti prepsat do tvaru '
+00
j f(x)dx = lim F(x) - F(a),
X400

j f@)dx=F(b) - lim F(x).

Véta
Pro vySe definované nevlastni integraly plati

Tf(x)dx = ]f(x)dx++]3f(x)dx ,
‘]'f(x)dx = ]f(x)dx+ L]f(x)dx ,
[ eode= = [ rooar,

6]‘f()c)dx = —_Tf(x)dx.

Definice
Dale definujeme

[reac=[rwacs [ roas .

kde a je libovolné redlné ¢islo.

Poznamka
Podle véty predchazejici pravé uvedené definici nezavisi prava strana v této definici na volb€ Cisla a. Toto Cislo
je tedy skutecné libovolné.

" F(x) je primitivni funkce k funkci f(x).
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Poznamka
Obcas se setkavame se situaci, kdy primitivni funkce F(x) existuje na celém otevieném intervalu (a,b),

v samotnych krajnich bodech a a b vSak definovéna neni, a¢ ob¢ ¢isla mohou byt kone¢na. Pak ovSem nelze
pouzit definici Newtonova urcité¢ho integralu v obvyklém tvaru

j f(x)dx = F(b)—F(a).

Inspirovéni vykladem o nevlastnich integralech na nekonecnych intervalech vSak snadno nahlédneme moznost,
jak se s timto problémem vypotadat. Staci vySe uvedenou definici piepsat do tvaru

b
f(x)dx = lim F(x)- lim F(x),
x—b” x—a*

a

ktery je jiz mozno pouzit bez ohledu na to, zda jsou meze a a b konecné Ci nikoliv a zda je v nich primitivni
funkce F(x) definovéana'. Iv takovém ptipadé hovorime obvykle o nevlastnim integralu.

Pro kone¢né meze a a b a existujici funkéni hodnoty F(a) a F(b) prechazi zobecnénd definice (nevlastni-
ho) urcitého integralu na definici ptivodni. Primitivni funkce je totiz v tomto pfipadé na uzavieném intervalu
(a,b) spojit, a plati tudiz lim F(x)=F(b) a lim F(x)=F(a).

x—b~ x—a*

3.8 Numericky vypocet urcitych integralt

Mnoho funkei, s nimiz se setkdvame v pfirodovédnych a technickych aplikacich, nelze integrovat jednoduchymi
analytickymi metodami uvadénymi v tomto textu. Pfi vypoctu takovych integralti se obvykle uchylujeme k nu-
merickym metoddm. Ustiedni myslenka numerického piistupu spo¢iva v nahradé integrované funkce funkei
jinou, zpravidla mnohem jednodussi, kterou jiz integrovat umime. Pfibliznou ndhradou se pochopitelné dopous-
time chyby, kterou vSak vétSinou umime ucinit zanedbatelné malou.

Numerické integraci je vénovano vyznamné misto v matematické literatuie. V této kapitole zminime jen nékteré

zakladni metody a omezime se pfi tom na vypocet vlastniho integralu .r f(x)dx,kde a i b jsou redlna Cisla.

Zajemce o hlubsi proniknuti do problematiky odkazujeme na specializovanou literaturu (viz napf. [4] a [5]).

Obdélnikova metoda
Interval (a,b) rozdélime na n stejnych dilkd s délicimi body a=x,<x <..<x,=b, kde
pro k=0,..,n—-1
b—a
—

x, =a+k

Na kazdém z d¢licich intervalii <xk,xk+l> , k=0,..,n—1, nahradime funkci f funkci kon-

stantni, y, . Obvykle se pouZiva n€ktera z nasledujicich moznosti

o ¥ =1(x), o »=S(x)>
S+ () (xk +ij
- , o =Bt

k

2 2

! Musime oviem zarugit existenci ptislusnych jednostrannych limit.



-54 - Integralni pocet funkci jedné proménné

Novou, po ¢astech konstantni funkci pak jiz snadno integrujeme a dostdvame

n—1

[roodes 2225y,

n i-o

LichobéZnikova metoda
I zde, stejné jako v pfipadé metody obdélnikové, rozdélime nejdiive interval <a,b> na n

stejnych dilkd. Na kazdém z dé€licich intervald <xk,xk+l> nahradime integrovanou funkci
funkci linearni, jejiz graf prochazi body [x,, f(x,)] a [x.,,/(x.,)]. Novou, nyni po &as-
tech linearni funkci opét snadno integrujeme a dostavame

b—a(l

b n-1
1
drre 22 oS sy |
ajf(x)x - (2% k§=lyk 2%]

Simpsonova metoda
Interval <a,b> rozdélime v tomto piipad¢ na sudy pocet stejnych dilkii a na intervalech

<x0,x2> , <x2,x4> , .. @ <xn_2,xn> nahradime tentokrat plivodni funkci f* funkcemi kvadra-
tickymi, jejichz grafy prochdzeji na prvnim intervalu body [xo, f (xo)], [xl, f (xl)] a
[x,,f(x,)], na druhém intervalu body [x,,f(x,)], [x,,/(x)] a [x,./(x,)] atd. Novou,
v tomto pifipadé po ¢astech kvadratickou funkci integrujeme a dostavame

b—a
n

b
jf(x)dxz (y0+4y1+2y2+...+2yn_2+4yn_1+yn).

W | —

Poznamka
Pro kazdou z uvedenych metod ziskavame zpravidla tim piesnéjsi vysledek, ¢im je déleni intervalu (a,b) jem-

néjsi, a tedy pocet délicich bodl vétsi. I presnost uvedenych metod roste obvykle pfi stejném »n v pofadi,
v némz jsou uvedeny. Nejméné piesnd je metoda obdélnikova, nejpiesnéjsi metoda Simpsonova.

3.9 Vybrané aplikace integralniho poétu

V matematice, ale zejména v prirodnich a technickych védach, existuje nepifeberné mnozstvi problému, kdy je
nutné tim ¢i onim zptsobem pouzit vysledkt integralniho poctu. V této kapitole uvadime struény piehled téch
nejbéznéjsich aplikaci urcitych integrald v geometrii a fyzice.

Pfi feSeni jednotlivych konkrétnich tloh vyuzijeme vzdy elementarnich znalosti (napt. toho, Ze umime vypocitat
plochu obdélnika, délku usecky, objem valce, povrch rotaéniho komolého kuzele, hmotnost Gsecky s konstantni

vvvvvv

dujici:

e Obecny problém pfevedeme na feSeni nekteré z uvedenych elementarnich iloh a ziskame tak zpravidla
priblizné vyjadieni obecného vztahu ve tvaru Riemannovy sumy pro n&jaky ur¢ity integral.

e Dale budeme predpokladat, Ze takto ziskana Riemannova suma konverguje ke svému integralu, ktery pak jiz
snadno zapiSeme, uzijeme-li definice uvedené v kapitole 3.6.

Upozoriiujeme ctendfe, ze v zajmu zachovani jednoduchosti a nazornosti jsou niZze naznacené vypocty pouze
orientacni a nelze je v zddném pifipad¢ povazovat za dikazy uvedenych vzorci. Zajemce o podrobnosti odkazu-
jeme na kteroukoliv u€ebnici integralniho poctu, napt. na ucebnici Havlickovu [2] ¢i Jarnikovu [4].
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Uloha 1

Plocha pod grafem funkce

Zadani

Urcete ploSny obsah § oblasti vymezené na intervalu <a,b> grafem funkce f(x)>0 a
piimkami x=a, x=b a y=0.'

ReSeni

Budiz a=x,<x <...<x, =b dostatené jemné déleni intervalu <a,b>. Elementarni plochy
pod grafem funkce f(x) nahradime na kazdém z d€licich intervalt <xi_l,xl,> obdélniky o
strandich Ax, =x,—x,_, a Ay, =f(&), kde & e <xl._l,xl.>. Hledany ploSny obsah S je pak

dan s pfibliznou platnosti jako soucet plosnych obsahtl jednotlivych elementarnich obdélnikii
AS, = Ay, Ax; :

SzZASi = Zf(éjz)sz .

Na pravé stran¢é posledni rovnosti jsme ale takto ziskali Riemannovu integralni sumu, které

pii splnéni nezbytnych ptredpokladii (viz kapitola 3.6) odpovida integral Jj f(x)dx. Mlzeme

proto psat
b
S= j F(x)dx .
Uloha 2
Délka oblouku grafu funkce
Zadani

Urcete délku L oblouku grafu funkce f(x) na intervalu <a,b>.

ReSeni

I v tomto piipadé rozdélime interval <a,b> dostatecn¢ jemnym délenim
a=x,<Xx <..<x,=b a elementy grafu funkce f(x) na kazdém z d¢licich intervali
(x._,,x,) nahradime s pfibliznou platnosti isetkami o koncovych bodech [x_,f(x_)] a

[xl., f (xl.)] . Hledanou délku oblouku L pak ziskame piiblizn¢ jako soucet délek jednotlivych

elementdrnich Gsedek AL, =+Ax” + Ay’ , kde Ax, =x —x_, a Ay, = f(x,)— f(x._,). Plati
tedy

! Samostatné se pokuste zformulovat feseni podobné ulohy, v niz ale budeme ptfedpokladat, ze f(x) <0, nebo

dokonce Ze funkce f méni na intervalu (a,b) znaménko.
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LY AL =Y AT +Ap7 = A + () A = 3 (1+/6))Ax,,

kde jsme uzili Lagrangeovu vétu o piirtstku’ a kde & e (xl._l,xl.). Vysledkem naSeho pfibliz-

ného vypoctu je opét jistd Riemannova suma, které tentokrat odpovida integral

f4 /(1 +1(x) ) dx . Miizeme proto psat
L= j J(L+77()? )ax.

Uloha 3

Délka parametricky zadané kiivky

Zadani
Urcete délku L kiivky zadané v rovin€é parametrickymi rovnicemi x=¢(t) a y=w(?),

kde parametr ¢ e <a, ,[)’> a vektorova funkce ¢(¢) = [(p(t), l//(t)] je prosta na <a, ﬂ) 2,

ReSeni

Postup tesSeni je obdobny tomu, ktery jsme nastinili v pfedchazejici uloze. Interval <a, ﬂ>
nejdiive rozdélime dostatecné jemnym délenim o =¢, <t, <...<?, = ana kazdém z d¢li-
cich intervalt <tl._1,tl.> povazujeme kiivku s pfibliznou platnosti za iseCku s koncovymi body
[go(tl._l),l//(tl._l)] a [(D(Z‘i),l//(l‘i)] . I nyni poc¢itame v prvnim piiblizeni délku oblouku L jako
soudet délek t&chto elementarnich Gsetek AL, =+/Ax’ + Ay’ , kde Ax,=o(t)-o¢(t ) a

Ay, =w(t)—w(t_). Plati tedy’

L YA + 87 = Do @) 8 + '@y AL = Y (0@ + /@) ),

kde 7.7 € (t t ) . Protoze 7, a 7, jsou obecné riznd, neziskali jsme v tomto ptipadé

2% i—-1°%
,»Cistou* Riemannovu integralni sumu. Piesto je vSak mozno ukdazat, Ze plati (viz napt. uceb-
nice Havlickova [2])

" Tato véta tikd, Ze je-li funkce f(x) spojita na intervalu (a, b> a diferencovatelna na (a,b) , pak existuje
e (a,b) takové, ze  f(b)— f(a) = f'(&)(b—a) . Podrobnosti muze ¢tenaf najit v kazdé ucebnici diferencialni-

ho poctu (viz naptiklad Havlicek [1] nebo Jarnik [3]).
? Kfivka tedy v zadném bodé neprotina sama sebe, nanejvys miize mit stejny po¢atecni a koncovy bod.
3V tpravach opst vyuzivame vySe zminénou Lagrangeovu vétu o ptirastku: @(2)—e(t, ) =@ (7)), ¢, ) a

w(t)-w(t )=y (Tt —t_). Vsimnéte si, ze body v nichz poéitame derivace jsou pro ¢ a y rizné.
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B
L= I\/(go'(t)z Y0 )dr

a

Poznamka
Obdobny vzorec 1ze odvodit i pro kfivku zadanou parametrickymi rovnicemi v prostoru x =¢(t), y=w(¢) a

2=C():

B
L= [ '@ + '@ + <)t

a

Uloha 4

Objem rotacnich téles

Zadani
Urcete objem V' tclesa, které vznikne rotaci plochy pod grafem funkce f(x)>0 na inter-

valu <a,b> kolem osy x.

ReSeni

Interval <a,b> opét nejdiive rozdélime dostatecné jemnym délenim a=x, <x, <..<x, =b
a elementarni rotacni télesa, kterd vzniknou vysSe popsanym postupem na kazdém z délicich
intervall <xl._l,xl.> , povazujeme za valce. Hledany objem J pak ziskdme jako soucet obje-

mil téchto elementarnich valci o polomérech podstavy 7 = f(&), kde & je néjaké Cislo z

<xl._1,xl.> , a ovySkach Ax, =x, —x,_,. Mlzeme tedy psat

Va2 AV =2 7 (5) Ax,

a nakonec 1
b
V= jij(x)zdx.
Uloha 5
Povrch rotacnich téles
Zadani

Urcete plosny obsah S povrchu télesa, které vznikne rotaci grafu funkce f(x)>0 na inter-

valu <a,b> kolem osy x.
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ReSeni

Postup pfi feSeni je bezezbytku stejny jako v predchéazejici tloze, pouze elementarni rotacni
télesa povazujeme nyni s pfibliznou piesnosti za komolé kuzele. Celkovy plosny obsah S
pak urc¢ime jako soucet plosnych obsahti jednotlivych elementarnich kuzelt

AS, = 7 (5" + )AL,

kde 7" je polomér jedné podstavy i-tého kuzele, " = f(x._,), r* polomér jeho druhé

1 1

podstavy, »® = f(x.), a Al délka jeho strany, Al =./Ax’+ Ay’ . Mizeme proto psat '

Se D AS =[S () +fO)NAY +Ay" =273 fO)1+ /(6 Ax,

a nakonec 1
b
S=2zx] FOON + /() dx.
Uloha 6
Hmotnost nekonecné tenké rovné tyce
Definice

Nekonecné tenkou ty¢ reprezentujeme UseCkou (uzavienym intervalem) <a,b> na ose X.

Oznaéme Am(x,Ax) hmotnost jejiho segmentu <x,x+Ax>. Pak linedrni hustotou tyce

v bodé x nazveme veli¢inu
Am(x, Ax)

px) = lim ™

Zadani

Urcete hmotnost m nekonecné tenké tycCe <a,b> se zadanou linearni hustotou p(x) .

ReSeni

Interval <a,b> rozdélime dostatecné jemnym délenim a=x, <x, <..<x, =b a na kazdém
z délicich intervall <xi_l,xl,> povazujeme hustotu p(x) za konstantni. Pak ovS§em miZeme
pro hmotnost kazdého segmentu psat pfiblizn€ Am. ~ p(&)Ax,, kde Ax,=x,—x_, a
& e <xl._1,xl.> , a pro hmotnost celé tyce

m= ZAmi ~ Zp(é)Axl

nebo téz

m= li[p(x)dx.

" Opét s vyuzitim Lagrangeovy véty o pfirtastku.
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Uloha 7

Hmotnost nekonecné tenkeho vidakna

Definice
Nekonecné tenké vlakno reprezentujeme v roviné parametricky zadanou kiivkou x =¢(¢) a

y=w(t), kde parametr te(a,,b’} a vektorova funkce ¢(t)E[(0(t),l//(t)] je prostd na
<a, p ) ' Oznaéme Am(s,Af) hmotnost malé &asti vldkna, pro kterou parametr nabyva hod-

not z intervalu <t,t + At}. Pak linedrni hustotou vlakna v bod¢ odpovidajicim hodnoté para-

metru ¢ nazveme veli¢inu®
Am(t, At)

p(t) = lim .
At—0 ¢!(t)2 +l//’(l)2Al

Zadani
Urcete hmotnost m nekonec¢né tenkého vlakna se zadanou linedrni hustotou p(z) .

ReSeni
Interval <a, p > opét nejdiive rozdélime dostatecné jemnym délenim a hustotu p(¢) pova-

7ujeme na kazdém takto ziskaném segmentu za konstantni. Potom oviem mizeme psat’

mx Y pEINA +Ay7 = 3 p(e NG/ +y' () A,

kde 7,, 7, 1 7, jsou obecné riizna Cisla z i-tého déliciho intervalu. Podobné¢ jako v uloze 3

nedospivame sice takto k ,,Cistou’ Riemannovée integralni sumé, opét Ize vsak dokazat, ze
plati

B
m= [p(O)\o'(ty +y/'(t) dt.

Poznamka
Pro vlakno v prostoru s parametrizaci x=¢@(t), y=w(t) a z=¢(t) je mozno odvodit obdobny vzorec

B
m= [Py +y' () +{'(1) dr.

! Vldkno tedy v zadném bod& neprotina samo sebe, nanejvys miize mit tvar uzaviené smyeky.

? Vsimnéte si, Ze ve jmenovateli uvedené definiéni rovnosti stoji piiblizny vyraz pro délku &asti vlakna na inter-
valu (t,t +At> .

3 Opét s vyuzitim Lagrangeovy véty o priraistku.
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Uloha 8

Prace vnéjsi sily na piimé draze

Zadani
Urcete praci 4 vykonanou silou F(x) pusobici ve sméru piimocarého pohybu hmotného

bodu po usecce reprezentované intervalem <a,b> oSy X.

ReSeni
I v tomto pfipadé¢ rozdélime nejdiive interval <a,b> dostatecn¢ jemnym délenim
a=x,<x <..<x,=b anakazdém z dé€licich intervall <xl._1,x,.> povazujeme puisobici silu

za konstantni. Obdobné jako v ptedchazejicich tlohach pak piseme

A =ZAA1‘ ~ ZF(‘;')AXI‘ )

kde AA, je prace vykonana plisobici silou na segmentu <xl,_l,xl,> . Plati tedy

A= I]F(x)dx.
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