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2 Diferencialni pocet funkci vice realnych
proménnych

2.1 Spojitost, limity a parcialni derivace

Funkce vice realnych proménnych

Definice
Pod realnou funkci n redlnych proménnych rozumime zobrazeni f:R" —> R, kde n je
pfirozené ¢islo, n>1.

Poznamka
Zapis funkeni hodnoty  f(x,...,x,) budeme Casto pouzivat ve zkracené formé f(x), kde x=[x,...,x,].

Poznamka
V ptirodovédnych a technickych aplikacich byva ¢asto n=2, n=3 nebo n=4. Pak hovofime o realné
funkci dvou, ti'i resp. Ctyr redlnych proménnych.

Definice

Pod A4-okolim bodu a=|a,,...,a,] rozumime mnoZinu K,(a)= {x ER": |x—a|| < A} ! kde

symbolem || || oznatujeme eukleidovskou normu’. Redukované A-okoli bodu a je rovno

prislusnému A-okoli bez bodu a.

Spojitost

Definice
Necht je funkce f(x) definovana na okoli bodu a. Rekneme, Ze je tato funkce spojita

v bod¢ a, pravé kdyz

Ve>0356>0:VxeD, plati [x-a|<s=]|f(x)-f(a)|<e.

Limity

Definice
Necht je funkce f(x) definovana na n&jakém redukovaném okoli bodu a. Rekneme, Ze tato
funkce mé v uvedeném bod¢ viastni limitu A, praveé kdyz

Ve>036>0:VxeD, plati O<||x—a||<5:> |f(x)—A|<g.

Pouzivame stru¢ny zapis lim f(x) = 4.
xX—>a

! Vnittek koule o poloméru A se stiedem v bodé a.

ol =287
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Definice
Necht’ je funkce f(x) definovana na n&jakém redukovaném okoli bodu a. Rekneme, Ze

tato funkce mé v uvedeném bod¢ nevlastni limitu + oo, pravé kdyz

VK>036>0:VxeD, plati 0<||x—a||<5:f(x)>K.
Dale fekneme, Ze funkce f ma v bod¢ a mevlastni limitu — o, pravé kdyz

VK <036>0:VxeD, plati 0<||x—a||<5:f(x)<K.
V piipadé nevlastnich limit pouzivame stru¢ny zéapis lim f(x) = f .

Poznamka
Limity v nevlastnich bodech ani jednostranné limity nejsou pro funkce vice redlnych proménnych definovany.

Véta (algebra limif)
Pro limity redlnych funkci vice redlnych proménnych plati stejné tvrzeni o algebie limit, jaka
jsme zformulovali pro funkce jedné realné proménné:
lim( f(x)+g(x)) = lim f(x)+lim g(x),
lim(f(x) - g(x)) = lim £(x)~lim g(x).
lim (£ (x).(x))
lim(f(x)/ g(x))

lim £ (x).lim g(x),

lim £(x)/lim g(x),

pokud ovSem maji pravé strany uvedenych rovnosti smysl.

Parcialni derivace

Definice
Necht’ je funkce f(x) definovéna na néjakém okoli bodu a. Parcidlni derivaci funkce f

podle proménné x, vbodé¢ a nazveme

fa,...a,_,x.,a,,,....,a,)— f(a,..,a,)

lim
X —>ay xk — ak
.y . . A
Uzivame pro ni zpravidla oznaceni ——(a).
X
k

Poznamka

Vypocet parcialni derivace podle proménné X, vbodé a odpovidd vypoctu obycejné derivace nové funkce
jedné realné proménné f” (x,) =f(ay,....,a, |,x;,a,,,,....,a,) . Krome¢ vybrané povazujeme tedy b&hem vypoctu
vsechny zbyvajici proménné za konstanty.
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Véta (algebra derivaci)
Pokud maji pravé strany rovnosti smysl, plati

08y = P ()4 B (),

Oox, ox, ox,
=8y o . 08
ox, (a) = ox, (a) ox, (a),

okf), . o
—axk (a) =k o, (@),

A-8) (5 = si(a)-g(a”f (a)'%g(a)’

Ox, X,

9 @)%
o(f/g) . ox, (a).g(a)- f(a). ox, (a)

ox, g (a)z

Pozniamka
Opakovanym parcialnim derivovanim, pokud je to mozné, ziskame vyssi parcidlni derivace zadané funkce vice
realnych proménnych.

Opakované derivovani mizeme provést podle stejné nezavislé proménné. Ziskame tak druhou, tieti atd. parci-
alni derivaci funkce f podle této proménné. Pouzivame oznaceni

i(zjz o i{@z_f} oS a

ox, | Ox, _aka’ ox,  ox,” _8xk3

Pokud opakované derivovani provadime podle riznych proménnych, dostavame tzv. smiSené vy$Si derivace
zadané funkce. Pro smisenou vyssi derivaci pak pouzivame oznaceni

0|9 ad 1|92 f
ax, | Ox,, ox, _Ebckl...aka '

Necht’ mé funkce f v bod¢ a spojité obe smiSené druhé derivace

Véta

2 2
of (a) i of (a).
Ox; 0x, 0Ox, Ox,
Pak jsou si tyto derivace rovny.

Poznamka
Pro ,,rozumné* funkce nezalezi tedy ve smiSenych derivacich na potadi derivovani.

Vektorova pole a komplexni funkce vice realnych proménnych

Poznamka

V aplikacich je uzitecny pojem realného vektorového pole. Pod vektorovym polem (viz téz kapitola 6.1) chape-
me zobrazeni A:R” —R". Casto byva m=4 a n=23, kdy étyfi nezavislé proménné popisuji zavislost
trojrozmérného vektorového pole A na polohovém vektoru a ¢ase.
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Redlna vektorova pole jsou vlastné usporadané n-tice redlnych funkci vice realnych proménnych. Podobné jako
v piipadé vektorovych funkci jedné realné proménné posuzujeme spojitost vektorovych poli, pocitame limity a
derivujeme je po slozkach.

Poznamka
Zobrazeni f:R" — C nazveme komplexni funkci vice redlnych proménnych. Podobné jako v ptfipadé kom-
plexnich funkci jedné realné proménné miizeme i nyni psat

S =fi()+if,(x),

kde f(x) a f,(x) jsou jiz redlné funkce vice redlnych proménnych (redlnd a imaginarni ¢ast funkce f). Ve
shodé s kapitolou 1.8 plati tedy

e komplexni funkce vice redlnych proménnych je spojita, pravé kdyz jsou takové jeji redlnd i imaginarni ¢ast,

e lim f(x)=1lim f,(x)+ilim f,(x),

o La-Ziwiloq).

axk ox, ox,

2.2 Slozené funkce

I funkce vice proménnych mizeme riznymi zptisoby skladat.V této kapitole si ukdzeme, jak n€kolik zakladnich
typi slozenych funkei vice redlnych proménnych derivovat. '

Véta

Necht' f(x,,...,x,) jeredlna funkce n realnych proménnych a dale necht’ g, (¢) jsou real-

né funkce jedné realné proménné, j=1,...,n. Pak pro funkci A(¢) = f(g,(¢),...,g,(¢)) plati

%(to)—zaf(glao) Lg,(1): g’(z)

Jj= 1
Véta
Necht f(y) je redlna funkce jedné readlné proménné a g(x,,...,x,) je realna funkce n re-
alnych proménnych. Pak pro funkci A(x,,...,x,)= f(g(x,....,x,)) a pro kazd¢ j=1,..,n
plati

oh daf g

—(a,,. yeen@,)) ——(ay,...,a,).

o (100) = (80 ) T )

Véta

Necht'  f(y,...,y,) Je realna funkce n realnych proménnych a g (x,,...,x,), j=1....n

jsou realné funkce m realnych proménnych. Pak pro funkci
h(xl"“’xm) = f(gl(xlﬂ""xm)""’gn(xl""’xm))

apro kazdé k=1,...m plati

"'V nize uvedenych vétach predpokladame, e viechny derivace existuji.
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oh " of og,
L (Bsb )= L (g, (ByyecisB, )eoes @, (Byyensb )) =L (B, 0D, ).
axk 1 m) = ay] (gl( 1 ) g ( 1 )) an ( 1 )

Poznamka

v

n a d :
%(to) 3L (w0))- =21,

3 Ox; dt
O 2y =Y (g(a))-&
o, (a)= & (g@) o, (a),
O D g O
eORD) (50220,

Obecny navod, ktery pro derivovani sloZzenych funkci vice realnych proménnych uvedené véty poskytuji, je
mozno formulovat nasledujicim zptusobem:

o nejdrive derivuj vnejsi funkci podle kazdé proménné, ktera zavisi na promeénné vnitini funkce, podle niz
derivaci slozené funkce pocitame,

®  pak tuto derivaci vynasob odpovidajici derivaci vnitini funkce,

e nakonec vSechny takto ziskané souciny secti.

2.3 Derivace ve smeéru

Parcidlni derivace 0f /Ox,(a) popisuje, jak se v zadaném bod¢ méni funkce f podél k-té soufadnicové osy.
V této kapitole si ukdzeme, jak popsat zménu dané funkce podél libovolné piimky prochézejici bodem a.

Definice
Necht neR” je jednotkovy vektor, tj. plati [n|=1." Pak limitu

o S@rm) - /@

t—0 t

., . g . " 0
nazveme derivaci funkce f v bodé a ve sméru n. Budeme pro ni pouzivat symbol ai(a) .
n
Poznamka
Pro specialni volbu n® = [0,...,L...,0], kde jednicka stoji na k-té pozici a vektor n mifi ve sméru k-té sourad-
nicové osy, prechazi derivace v zadaném smeéru na prostou parcialni derivaci:

or o
m(a) = a(a)-
Véta
Necht’ funkce f ma na n&jakém okoli bodu a vSechny prvni parcidlni derivace, které jsou
navic v bod¢ a spojité. Pak plati

o & o
@ = 2.

kde n, jsouslozky vektoru n.

1 v s .
Symbolem ||n|| oznacujeme eukleidovskou normu vektoru n.
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Definice
Vektor

9 9
(le (a),..., o (a)j

nazyvame gradientem funkce / vbodé a. Obvykle pro n&j pouZivame oznaceni Vf(a) .

Poznamka

o

tvaru

74

a(a) =n.Vf(a).

Soucasné vSak mizeme zapsat skalarni soucin dvou vektorti jako soucin jejich velikosti a kosinu uhlu, ktery
sviraji. Plati tedy

o

= (@) = |V/ (@) cosa.

kde o« je tuhel sevieny vektorem gradientu Vf(a) a jednotkovym vektorem m, ae(O,;r). Derivace

of /on (a) bude proto nabyvat své maximalni hodnoty pro « =0. Muzeme tedy fici, Ze gradient funkce zada-

va smér jejiho maximalniho riistu.

2.4 Totalni diferencial, Tayloriv rozvoj

Totalni diferencial

Véta
Necht’ funkce f(x) ma na néjakém okoli bodu a vsechny prvni parcialni derivace, které
jsou navic v bodé a spojité. Pak plati*

f(x) =f(@)+Vf(a).(x—a)+o(|x-a]).

Poznamka
Podle této véty je mozno na néjakém malém okoli bodu a, tj. pro ta x, kterd se od a prili§ nelisi, nahradit
obecnou funkci f jednodussi funkei linearni. Miizeme tedy pro tato x psat s p¥ibliznou platnosti *

JX) =f(a)+Vf(a).(x-a).

Chyby, kterych se pfi této priblizné nihradé dopustime, budou az druhého Fadu, tj. imérné |[x —a’.

Definice
Vyraz df(x;a)
funkce f v bod¢ a

Vf(a).(x—a) ~f(x)— f(a) se obvykle nazyva totdalnim diferencidlem

' Viz téz kapitola 6.2.
? Pod symbolem o(x) rozumime libovolnou funkei, ktera splituje 1irr(}@ =0.
X—> x

3 Jist& nepiekvapi, Ze pro funkci dvou proménnych f(x,y) tato linearni funkce zadava te€nou rovinu ke grafu
funkce f vbodé¢ a=[a,a,].
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Taylorav rozvoj

Véta (Taylorova)
Necht’ ma funkce f ma na néjakém okoli bodu a spojité vSechny parcidlni derivace az do
fadu m. Pak plati

F) =f@)++Y j: (a)(x, —a,)+

l'kl

3y Ol a @)~ )5, ~,)+

k11k2
+...+
1 & & 0"
+%; Zla g - @) (x, —a,).(x, —a, )+
+0(||x—a|| ).

Poznamka

Podle této véty je mozno, podobné jako v pfipadé funkci jedné redlné proménné (viz kapitola 1.5), nahradit na
né&jakém malém okoli bodu a obecnou funkci f jednodus§$im polynomem, tentokrat ovSem polynomem vice
proménnych. Tento polynom nazyvame Taylorovym polynomem stupné m funkce f vbodé a. Pouzivame pro
néj symbolické oznaCeni 7T, (X; f,a). Chyby, kterych se pfi této pfiblizné ndhrad¢ dopustime, jsou fadu m+1,

.. P vy m+1 v veygry s , vy
tj. jsou tmérné "X - a|| . Hovotime tedy o pFiblizeni m-tého iddu.
Poznamka

Vsimnéte, ze pro m =1 prechazi Taylorova véta na vétu o totalnim diferencialu. Taylorova véta je tedy zobec-
nénim véty o totdlnim diferencidlu.

2.5 Lokalni extrémy

Lokalni extrémy

Definice
Necht je funkce f(x) definovana na néjakém okoli bodu a. Rekneme, Ze tato funkce mé

v bodé a

o lokdlni maximum < 36>0VxeD,: ||x—a||<5:>f(x)£f(a),
o ostré lokdlni maximum < 36>0VxeD,: ||x - a|| <o=> f(x)< f(a),
o lokdlni minimum < 36>0VxeD,: ||x—a||<5:> f(x)= f(a),

o ostré lokdlni minimum < 36>0VxeD,: ||x—a||<5:> f(x)> f(a).

Lokélni maximum a lokalni minimum nazyvadme souhrnné lokdlnimi extrémy, ostré lokalni
maximum a ostré lokdlni minimum ostrymi lokalnimi extrémy.

Véta
Necht’ ma funkce f na né€jakém okoli bodu a vsSechny prvni parcialni derivace. Ma-li funkce
v bod¢ a lokélni extrém, jsou nutné tyto derivace nulové.
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Poznamka

Nulovost parcialnich derivaci prvniho fadu je pouze nutnou podminkou existence lokalniho extrému studované
funkce v daném bodé. Obecné se nejednd o podminku postacujici - funkce s nulovymi prvnimi derivacemi ne-
museji mit v zadaném bodé¢ lokalni extrém. Navic z nulovosti prvnich derivaci nejsme schopni uréit typ extrému.
K tomu je zapottebi zkoumat derivace druhé ¢i dokonce vyssi.

V této kapitole se omezime na ptipad, kdy jiz samotné druhé derivace umoziuji rozhodnout o povaze extrému.
Protoze nés v pfipad¢ lokalnich extréml zajima pouze chovani studované funkce na malém okoli vybraného
bodu, miizeme pouzit k pfibliznému popisu této funkce na zvoleném okoli Taylorovu vétu'. Omezime-li se na
velmi malé okoli bodu a, vystacime s tzv. kvadratickou aproximaci (piiblizenim druhého fadu) a pro funkci f,
ktera ma v bod¢ a nulové prvni derivace, miizeme psat

of
0;

1 n n
VACY) zf(a)+522 xx,

=l j=1

(a)(x[ _a[)(xj _aj) .
Druhy ¢len na pravé strané této formule mizeme dale piepsat do formaln¢ jednodussiho tvaru

n n
ZZAquZj )

i=1 j=1
zavedeme-li 2

1 o°f
y.—z—!?axj(a) a z;,=(x,—aqa,).

Definice

Funkci F(z) EZZAijiZj , kde matice 4; je symetricka (4,=4, Vi, j=1,..,n), na-

i=l j=I
zveme kvadratickou formou n proménnych z,...,z, .

Véta
Piedpokladejme, 7e funkce f méa vbodé a nulové prvni derivace’, a oznaéme dale
Sh 1 o°f
D,(z) = A.zz., kde 4. =—
:(7) Z; v 77 21 oxar,

(a) . Pak plati

e je-li kvadratickd forma D,(z) pozitivné definitni 4 nabyva funkce f vbod& a ostrého
lokalniho minima,

e je-li naopak kvadratickd forma D,(z) negativné definitni, nabyva funkce f vbodé a
ostrého lokalniho maxima,

e pokud je tato kvadratickd forma indefinitni, nema funkce v daném bodé& lokalni extrém,
ale tzv. sedlovy bod.

Poznamka

Pokud neni splnéna ani jedna z uvedenych podminek, neni mozno o povaze lokalniho extrému rozhodnout, do-
konce neni ani mozno tvrdit, ze funkce v zadaném bodé néjaky extrém ma. Ke kone¢nému rozhodnuti je zapo-
ttebi studovat vyssi derivace funkce f v tomto bodé.

' Viz kapitola 2.4.

* Vsimnéte si, ze vzhledem zaménnosti parcialnich derivaci plati A;=A;;. Matice 4; je tedy symetricka.
3 A pochopitelng spojité druhé derivace na néjakém okoli tohoto bodu.

* Vysvétleni nezbytnych pojmi tykajicich se kvadratickych forem podavame nize v této kapitole.
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Kvadratické formy

Definice
Kvadratickou formu F(z) nazveme'

e pozitivné definitni &Vz#0:F(z)>0,

e negativné definitni &Vz#0:F(z)<0,

e indefinitni < (Iz#0:F(z)>0)A(IZ#0:F(z)<0).
Poznamka

Vzhledem k symetrii matice 4, je velmi vhodné testovat definitnost ji odpovidajici kvadratické formy pomoci
vlastnich ¢isel této matice.’

Definice
; vr 3 . ’ v r v . e . o
Vlastnim &islem ° matice A4; rozumime Cislo A, které spliiuje tzv. charakteristickou rovnici

All /1 A12 Aln
det A21 A22 /1 2n — 0 ,
Anl AnZ : Ann - ﬁ“

kde det A je determinant matice A.

Véta

Symetrickd matice ma vSechna vlastni ¢isla redlna.
Véta

Kvadratickd forma F(z)= z Z 4,2,z je

/A
i=l j=1

e pozitivné definitni <> ma vSechna vlastni ¢isla kladna,
e negativné definitni < ma vSechna vlastni ¢isla zdporna,
e indefinitni <> ma alespon jedno vlastni ¢islo kladné a alespoii jedno zaporné.

Lokalni extrémy funkce dvou realnych proménnych

Necht’ mé funkce f(x,y) vbodé a=[a,a,] ob&prvni parcidlni derivace nulové,

o
ox

A

(a):a(a):o.

! Podobné¢ jako vySe pouzivame zkratku z =[z,...,z,] a 0=]0,...,0].

* Existuji ovSem i jiné postupy (napf. Sylvestrovo kritérium), o nichz miize &tendf najit blizi pouceni napf.
v pfirucce Rektorysove [5].

? Viz téz Apendix 4.
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Pak v tomto bod¢ mize studovand funkce nabyvat lokalniho extrému. Kone¢né rozhodnuti,
zda tomu tak je, a rozhodnuti o povaze extrému zavisi na chovani kvadratické formy

2 2
Az +A4,zz +A,zz,+4,z°,

kde

1 6*f 10°f 1 0°f
A =———(@), 4 =——=(a) a A =A_=———(a).
T2’ @. 4, 2! ayz( ) R 2!8x8y( )

O jeji pozitivni ¢i negativni definitnosti rozhodneme na zakladé znamének vlastnich ¢isel ma-
tice 4. Odpovidajici charakteristickd rovnice nabyva tvaru

A -2

XX Xy

A A -2

xy Yy

=(4.=2)(4, - 2)- 4, =0

Xy

a po upravach
B (A +A)A+A,A4, -4 =0.

XX© Yy Xy

Jedna se tedy o kvadratickou rovnici pro nezndmou A, pro jejiz kofeny mizeme psat obecny
vzorec

2 2
B (4, +4,)* \/(Axx —A,) +44,
ha= . .
Vsimnéte si piedevsim, ze ob¢ ziskana ¢isla jsou nutné realnd, vyraz pod odmocninou je totiz
vzdy nezéporny. Podle jejich znamének pak jiz mizeme snadno usoudit na typ extrému:

Jjsou-li obé viastni cisla kladnad, ma funkce v zadaném bode lokalni minimum,

Jjsou-li obé viastni cisla zapornd, ma funkce v zadaném bode lokalni maximum,

maji-li obé viastni c¢isla rizna znaménka, nemd funkce v zadaném bode lokalni extrém,
je-li alespon jedno z vlastnich cisel nulové, nelze o povaze extrému ani o tom, zda jej
funkce f v bodé a skutecné nabyva, ze samotnych druhych derivaci rozhodnout.
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