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Apendix

A1 Vybrané pojmy z teorie zobrazeni

Pokud neni ¢tenaf seznamen se zaklady teorie mnozin a formalni logiky, odkazujeme jej do pfislusnych kapitol
Polakovy knihy [7].

Zobrazeni

Definice
Piedpis f, ktery kazdému prvku n&jaké mnoziny M pfiifazuje nejvysSe jeden prvek mnoziny
N, nazveme zobrazenim 7 mnoZiny M do mnoZiny N.

Mnozinu vSech prvki z M, kterym tento pfedpis pfifazuje vibec n&jaky prvek z N, nazve-
me defini¢nim oborem zobrazeni. Obvykle jej zna¢ime D, Zadani defini¢niho oboru je ne-
zbytnou soucasti definice zobrazeni.

Mnozinu vSech prvkl z N, které jsou obrazem néjakého prvku M, nazveme oborem hodnot
zobrazeni. Obvykle jej zna¢ime Hp

Poznamka
Pro zobrazeni f z mnoziny M do mnoziny N obvykle pouzivame symbolicky zapis f:M — N . Pokud toto

zobrazeni pfifazuje prvku x € M prvek y e N, piSeme obvykle y= f(x).

Definice
Necht' y = f(x). Pak x nazyvame vzorem y a y obrazem x v zobrazeni f. Mnozinu

v8ech obrazi pfifazenych zobrazenim f vzorim ze zadané mnoZiny A cD,, nazveme
obrazem mnoZiny A (v zobrazeni f'). Zpravidla ji oznacujeme symbolem f{A).

Definice
Pokud je defini¢ni obor zobrazeni f totozny s mnozinou M, hovoifime o zobrazeni mnoZiny
M (misto o zobrazeniz M ).

Pokud je obor hodnot zobrazeni f totozny s mnozinou N, hovofime o zobrazeni
na mnoZinu N (misto o zobrazeni do N).

Funkce

Definice

Zobrazeni, ktera zobrazuji néjakou Ciselnou mnozinu (resp. kartézsky soucin ¢iselnych mno-
zin) na jinou c¢iselnou mnozinu (resp. na kartézsky soucin ¢iselnych mnozin), nazyvame
Sfunkcemi. Obraz daného vzoru pak v takovém zobrazeni nazyvame funkéni hodnotou funkce
v zadaném bodg.
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Piiklady funkci
nazev definice ' oznadeni
redlna funkce jedné realné promeénné fRo>R f(x)
redlna funkce dvou realnych proménnych f:R*>R f(x,y)
realné funkce tii redlnych proménnych R >R f(x,y,2)
realné funkce n realnych proménnych f:R">R S (X% X,)
realna vektorova funkce jedné realné proménné f-Ro>R" f(x) ¥
vektorové pole A:R" 5> R” A(X, X500 X,) "
komplexni funkce jedné realné proménné fR>C f(x)

Poznamka

Funkce zadavame obvykle pfedpisem, aniz uvedeme jejich defini¢ni obor. V tomto piipadé povazujeme za defi-
ni¢ni obor mnozinu vSech ¢isel (resp. jejich uspotfddanych n-tic), pro ktera mé zadany predpis smysl. Hovofime
pak obvykle o maximalnim defini¢nim oboru. Pti jeho vysetrovani musime zejména dbat na to, abychom

e nedé¢lili nulou,
e neodmocnovali zaporné Cislo.

Déle je tfeba téz vzit v ivahu omezené defini¢ni obory nékterych funkci - logaritmt, goniometrickych a cyklo-
metrickych funkei ap.

Realné funkce jedné realné proménné

Definice
Redlna funkce jedné redlné proménné je zobrazeni zrealnych Cisel do realnych Ccisel,
f:R—>R. Viz téz vySe uvedena tabulka.

Definice
Pod grafem reélné funkce jedné realné proménné rozumime mnozinu {[x, yleR*:y=f (x)} .

Tuto mnozinu Casto zobrazujeme v roving.

Definice
Zde shrnujeme nékteré vyznamné pojmy, které popisuji specialni vlastnosti funkci jedné real-
né proménngé:

e f je rostouci funkce Vx,x, €D, ix <x, = f(x)< f(x,),
Vx,x, €D, ix <x, = f(x) < f(x,),
Vx,x, €D, ix <x, = f(x)> f(x,),
Vx,x, €D, ix <x, = f(x)2 f(x,),

Vx,x, €D, f(x)=f(x) = x =x,.

[ je neklesajici funkce

[ je klesajici funkce

e [ je merostouci funkce

(VI R (N

e f je prosta funkce

' Symbolem R oznadujeme mnozinu viech realnych Gisel, symbolem C pak &isla komplexni. Misto n-

7 7 I3 7 e ~roog n
nasobného kartézského soucinu R xR x...R pouzivame zkratku R" .
? Argumenty uvadéné v zavorce se nazyvaji nezdvislé proménné nebo prosté argumenty funkce.
3V piirodovédnych aplikacich jsou n a m obvykle rovna dvéma & trem.
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Definice

Funkce rostouci, klesajici, nerostouci a neklesajici nazyvame souhrnné funkcemi monoton-
nimi.

Poznamka

Pomoci danych funkci miizeme vytvaret funkce nové. Nasledujici definice shrnuji nejjednodussi moznosti, jak to
udélat.

Definice (inverze prosté funkce)
Necht f:D, —>H, je prostd funkce. Pak je moZno definovat funkci f :H ;—>D, pfed-
pisem

y="(0 o x=f().
Tuto funkci nazyvame inverzni funkci k funkci f.

Definice (algebraické operace s funkcemi)

o scitini (f+2)x) = f(x)+g(x),
* odecitini (f-2)x) =f(x)-g(x),
e ndsobeni (f&)x) =f(x).g(x),

o deéleni (f/e)x) = f(x)/g(x).

Definice (skladani funkci)
Necht f:D,—>H, a g:D, »>H, jsoudvé funkce, které¢ splivji H, ND, #< ' Pak

miizeme definovat funkci /4 s definiénim oborem D, = {x eD,:f(x)eD é} pomoci piedpi-

su
h(x) = f(g(x)).
Tuto funkci nazyvame sloZenou a obvykle pro ni uzivime symbolicky zapis h= fog.

Poznamka
Blizsi informace o nékterych zakladnich funkcich mize ctenaf najit naptiklad v knize Polakove [7].

! Symbolem & oznadujeme prdzdnou mnofinu.
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A2 Vybrané pojmy z topologie

Poznamka
Pod A-okolim bodu a=(a,,...,a,) rozumime vnitiek n-rozmérné koule

Uy(a)={xeR":

X—a||<5},

i=1 i

kde ||b|| oznacuje eukleidovskou normu vektoru b € R", ||b|| = JZ" b’

Definice
Rekneme, Ze

e X je vnitini bod mnoziny' A, pravé kdyz 35 >0:U s(X)CA;
® X je hrani¢ni bod mnoziny A, pravé kdyz
Vo>0 Jyedndzg A:yeU;(x)AzeUy(X);

® X je vnéjsi bod mnoZziny, pokud neni ani jejim vnitfnim, ani hrani¢nim bodem.

Mnozinu vSech vnitinich (vnéjSich) bodli mnoziny nazyvame jejim vnitikem (vnéjSkem),
mnozinu viech hraniénich boda” jeji hranici. Pro hranici mnoziny M pouzivame obvykly
symbol OM.

Definice
Mnozinu, jejiz kazdy bod je soutasné jejim vnitinim bodem, nazveme mnofinou otevienou.’
MnozZinu, kterd obsahuje svou hranici, nazveme mnoZinou uzavicenou.

Definice
MnoZinu A c R" nazveme omezenou, pravé kdyz 3K >0: Vxe A ||x|| <K.

K zavedeni nasledujicich pojmu je nutné znat obsah kapitoly 5.1.

Definice
Mnozinu A nazveme souvislou, prave kdyz pro kazdou dvojici bodlii x,y € A existuje spo-

jitd kiivka o@: <a, ,[)’> — A splijici @(@)=x a @(B)=y." Otevienou souvislou mnoZinu
nazveme oblasti.
Poznamka

S mensimi naroky na pfesnost mtizeme fici, ze mnozina je souvisld, je-li mozno spojit libovolné dva body z této
mnoZziny nepferuSovanou ¢arou (cestou), ktera v ni cela lezi.

! Pod mnozinou rozumime v celém Apendixu A2 vzdy podmnoZinu z R”" .

? V§imnéte si, ze hrani¢ni bod nemusi obecné do zadané mnoziny patfit.

* Do oteviené mnoziny tedy nepatii zadny z jejich hrani¢nich bodi.

*V topologii se mnozina souvisla ve smyslu této definice obvykle nazyva mnozinou kiivkové souvislou. S obec-

v
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Definice
Rekneme, Ze uzavienou spojitou kiivku ¢ <a, ﬂ> — A je moZno stahnout na mnoZiné A

do bodu x, pravé kdyz existuje spojité zobrazeni (I):<a, ,6’>><<0,1> — A takové, ze pro
vSechna ¢ z intervalu <a, ﬂ> plati ®(,0)=@(t) a D(z,1)=x.

Definice
Souvislou mnozinu, v niz je mozno kazdou uzavienou spojitou kiivku stahnout do bodu, na-
zveme jednoduse souvislou.

Poznamka
Uzavtenou kfivku si mizeme pfedstavit jako smycku lasa obepinajici zadany bod a lezici v zadané mnoziné. Je-
li tato mnozina jednoduse souvisla, nemusime pii stahovani smycky prekrocit jeji hranice.

Poznamka
Existuji souvislé mnoziny, které nejsou jednoduse souvislymi. Pfikladem takové mnoziny mtze byt v roving
mezikruzi a v prostoru valcova vrstva. Kulova vrstva v prostoru ale jednoduse souvisla je.
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A3 Posloupnosti

V tomto apendixu uvadime zakladni definice a véty o posloupnostech obecné komplexnich ¢isel, a to pouze v
mife nezbytné k pochopeni latky vylozené v tomto skriptu. Dalsi pouceni mlize ctenaf nalézt napf. v ucebnici
Jarnikove [3].

Definice
Zobrazeni mnoziny vSech pfirozenych ¢isel do mnoziny ¢isel redlnych nazveme redlnou po-
sloupnosti. Jedna-li se o zobrazeni do mnoziny ¢isel komplexnich, hovotime o posloupnosti

, v v 7 +oo
komplexni. Pro posloupnost uzivame obvykle oznaceni {a,} " .
Definice
5 v 1 +0 , yqe e JnY v
Rekneme, Ze posloupnost {an}n=1 ma vlastni limitu a, pravé kdyz

Ve>03dn,eN: Vn>n, plati |an—a|<5.

Tento fakt zapisujeme symbolicky jako lim a, = a . Posloupnosti, které maji vlastni limitu,

n—>+w

se nazyvaji posloupnostmi konvergentnimi.

D v I I +00
Rekneme, Ze realna posloupnost {a, }

., ma nevlastni limitu +o (—x), pravé kdyz

VK >03n,eN: Vn>n, plati a, >K
(YK <03n,eN: Vn>n, plati a, <K).

Tento fakt zapisujeme symbolicky jako lim a, =+ (lim a, = —oo). Posloupnosti, které

n—>+o0 n—>+o0

maji nevlastni limitu nebo limitu nemaji, se nazyvaji posloupnostmi divergentnimi.

Poznamka
Posloupnost mé vzdy nejvyse jednu limitu.

Véta
Necht {a,}” a {b,}"" jsou dv& realné posloupnosti. Déle necht existuje takové ptirozené
C¢islo n,, ze prokazdé n>n, plati a, <b . Existuji-li limity” obou t&chto posloupnosti, pak
plati

lima, <limb,.

n—>+o0 N>+
Véta
Necht' {a,}"”

L @ {bn}:: jsou dvé realné posloupnosti, které maji stejnou vlastni limitu. Déle

necht redlna posloupnost {c,}"”

., spliiuje pro kazdé pfirozené n>n, (n,€N) nerovnosti

a, <c, <b, . Pak existuje vlastni limita posloupnosti {cn }+°° a plati

n=1

lima,=1limc, = limb,.

n—>+ow n—+o n—>+ow

! re4lna nebo komplexni
2 vlastni nebo i nevlastni
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Véta
Existuji-1i limity na pravych stranach' a maji-1i pravé strany smysl v rameci pravidel pogitani s
nekonecnymi ¢isly (viz kapitola 1.1), plati nasledujici rovnosti

lim (a,+b,) = lim a, + lim b,
n—>+w0 n—>+w0 n—>+0
lim (a,—b,) = lim a, — lim b, ,
n—>+0 n—>+o n—>+00

n—>+om n—>+o n—>+o0

)
b,)=
lim (a,.b,) = lim a,. lim b,,
lim (a,/b,)=

n
n—>+o

= lima,/ lim b, .

n—>+o0 n—>+o0

Poznamka

Posloupnosti {(1+1/n)"}”,
bolem e a nazyvé se Eulerovo islo®. Toto iracionalni &islo hraje velmi dileZitou roli jak v matematice, tak i v
pfirodnich védach. Je napi. zdkladem casto pouzivanych pfirozenych logaritmt. Protoze se ob& posloupnosti
blizi ke své limité jen velmi pomalu, pouziva se k vypoctu Eulerova ¢isla obvykle jind, mnohem rychleji konver-
gujici posloupnost. Plati totiz tvrzeni

a {(1+1/n)""}** maji spole¢nou vlastni limitu, ktera se obvykle oznaduje sym-

n
e=1+1m ) —
”‘H’C;k! i

kde k! je faktorial ¢isla & (k!=1.2...(k—1).k ), a pro dostatecné velkd n mizeme proto pfiblizné psat

n
e~l+ )y —.
pardl

Tak napt. volba n =10 umoziuje ur¢it hodnotu e s piesnosti na 7 desetinnych mist.

' Pro realné posloupnosti vlastni nebo nevlastni.
2 Ptiblizna &iselnd hodnota Eulerova &isla je 2,718281828. Toto ¢islo si snadno zapamatujeme, uvédomime-li si,
ze k 2,7 staci ptidat dvakrat rok umrti Ludwiga van Beethovena zvétSeny o jednicku.
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A4 Zaklady linearni algebry

A4.1 Vektory a vektorové prostory

Ze stiedni Skoly je znam pojem vektoru ve dvou zakladnich vyznamech: jednak tzv. geomet-
ricky vektor neboli orientovana tsecka (usecka s vyznaCenym zaCitkem a koncem), jednak
jako fyzikalni veliina, kterd ma urcity smér, orientaci a velikost. Oba vyznamy maji spole¢né
znaky, zejména moznost s¢itat (skladat) vektory a nasobit je Cislem, dale urcovat velikost
vektoru a uhly mezi dvéma vektory, rozkladat je na slozky, ur¢ovat jejich soutfadnice atd.
Axiomaticka definice vektoru abstrahuje od konkrétni predstavy a definuje vektor jako prvek
vektorového (také linedrniho) prostoru.

Definice
Vektorovym prostorem nad mnozinou realnych Cisel (skalari) R je neprazdnid mnozina V, ve
které jsou definovany dvé operace:

e Scitani vektort, které kazdé dvojici vektorti a, b z V pfifazuje vektor a+b z V.
e Nasobeni vektoru skalarem, které¢ kazdému skalaru k£ z R a vektoru a z V pfifazuje vek-
tor ka z V.

Tyto operace musi spliiovat nasledujici podminky:

e a-+b=>b+a (komutativnost s¢itdni vektora).

e (a+b)+c=a+(b+c) (asociativnost s¢itani vektord).

e Existuje jediny vektor 0 takovy, ze 0+a=a pro kazdé¢ a z V (nulovy vektor).

e Pro kazdy vektor a z V existuje jediny vektor —a takovy, ze a+(—a) =0 (opacny vek-
tor).

e Pro kazdé k, m z R a kazdy vektor a zV plati k(ma) = (km)a(asociativnost nasobeni
skalarem).

e Prokazdé k,mz R akazdy vektor a z V plati (k+m)a=ka+ma (distributivni zdkon).

o Prokazdé kz R akazdé a, b z V plati k (a + b) = ka + kb (distributivni zakon).

e Pro kazdy vektor a z V plati la =a (jednotkovy prvek pro ndsobeni skalarem).

Poznamka

e  Mnozinou skalart mtze byt také mnozina komplexnich ¢isel C, obecné jakékoliv tzv. ¢iselné téleso, coz je
jista algebraicka struktura, ktera je zobecnénim pojmu mnoziny redlnych Cisel. Pro vétsi konkrétnost se bude
dale hovotit o redlnych ¢islech, ale pro vétSinu nasledujicich tvrzeni neni tento predpoklad nutny.

e Nulovy vektor se v praxi zna¢i obycejnou nulou (¢islem).

Priklad
Velmi dulezitym piikladem vektorového prostoru je n-nasobny kartézsky soucin R”, tzn. mnozina vSech uspo-
fadanych n—tic realnych Cisel, ve které jsou operace s¢itani a nasobeni skalarem definovany takto:

(X X2 00 X)) Y V1 Voo s V) = X F Y1 X2 F Y, X F 1)
k(xp, x5, ..y x) = (hxp, Ky, .oy KXy).
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Rozdil vektoru

Véta (rozdil vektorit)
Ke kazdym dvéma vektoriim a, b z V existuje prave jeden vektor x takovy, ze plati:

b+x=a.

Tento vektor se nazyva rozdilem vektorii a, b a znaCise x=a—-b.

Véta
Plati: a—b =a+(-b) (odecist vektor je totéZ jako pFicist vektor opatny).

Linearni kombinace vektoru

Definice (linedrni kombinace vektorit)
Jestlize pro néjaky vektor x plati rovnost

X=xa,+xa,+..+x,a,

pak vektor x nazyvame linearni kombinaci vektorti a ,a,,...,a, s koeficienty x,x,,...,x, .
Cislo n je lib. pfirozené (a tedy konecné) Cislo.

Linearni nezavislost vektoru

Definice (linedrni nezavislost vektorit)

Mnozina vektortt U daného vektorového prostoru V se nazyva linedrné nezavislou, jestlize
zadny jeji prvek x neni linearni kombinaci jinych prvki z U. V opacném piipad€ je mnozina
U linedarné zavisla.

Baze vektorového prostoru

Definice

Bazi vektorového prostoru nazyvame takovou jeho podmnozinu B, pro kterou plati:

e B je linearn¢ nezavisld mnozina;

e kazdy vektor x z V lze vyjadfit jako linearni kombinaci vektort z B.

Pocet prvkl baze B daného vektorového prostoru V nezavisi na konkrétni volbé baze. Nazyva
se dimenzi vektorového prostoru. Znaci se ¢asto dim(V).

Poznamka

e  Misto pojmu ,,pocet prvki‘ je pfesnéjsi pojem ,kardinalni ¢islo®, ktery je obecnéjsi a Ize jej pouzit také v
pfipadé nekone¢nych mnozin. Pro kone¢né mnoziny jsou oba pojmy totozné.

e Je-li baze B prostoru V tvofena n vektory b,,b,,...b,, pak vektor x=xb, +x,b, +..+x,b,, kde n-tice

n-n?

¢isel x,x,,...,x, jeurcena jednoznacné. Libovolny vektorovy prostor V dimenze 7 je tedy mozno vzajemné

jednoznacné zobrazit na mnozinu vSech uspofadanych n-tic realnych cisel R". Mluvime o soufadnicich
vektoru x v bazi B. Volba baze znamena vlastné volbu soufadného systému. Odtud také plyne ne zcela
presné formulace, ze ,,vektor je n-tice Cisel®.

Priklad
V prostoru R* jsou bazi napt. mnoziny vektorti B; = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}, B, = {(12, 0, 0), (0, -4.2, 0),
(0,0,8.4)},B;=1{(1,1,0), (0, 1,-1), (1, 1, 1)} apod.
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Norma vektoru

Definice

Normou (velikosti, délkou, modulem) vektoru rozumime realnou funkci ||x|| na vektorovém
prostoru V, plati-li pro libovolné dva vektory x,y z V a libovolny skalar 4:

. ||x||20 (pozitivnost).

o ||x+y||£||x||+||y|| (trojuhelnikova nerovnost).

o ||kx|| = |k| ||x|| (homogenita).

o ||x|| =0 < x =0 (pozitivni definitnost).

Poznamka
e Neékdy se norma znaci podobné jako absolutni hodnota, t;. |x| . 'V tomto pfipad¢€ se vétSinou pouziva nazev

velikost nebo délka vektoru.
e Kazda norma indukuje tzv. metriku, tj. redlnou funkci d(x,y) vektori x,y zV takto: d(x.y)=|x-y|.

Metrika je zobecnénim geometrického pojmu vzdalenosti dvou bodi (danych jejich polohovymi vektory) na
libovolny vektorovy prostor V.

Priklad
Typickym piikladem normy je tzv. Euklidovska norma, definovana v R" jako odmocnina ze sou¢tu druhych

mocnin soufadnic vektoru:
2 2 2
||(x1, Xy eer X, )|| =X X, FatXx,

Ctenaf si mize snadno dokazat, ze splituje potiebné axiomy.

Skalarni soucin

Definice

Skalarnim (vnitinim) soucinem nazveme funkci, kterd dvojici vektori x,y z V piifazuje
skaldr oznaceny x-y tak, Ze pro kazd¢ x,y,z z V a kazdy skalar & plati:

o (x+y)-z=(x-z)+(y-z) (aditivnost).

e (kx)-y=k(x-y) (homogenita).

e X-y=Y-X (symetrie, komutativnost).

e x-x>0 pro x#0 (pozitivni definitnost).

Jednoduchym dtsledkem uvedenych axiomu je déle:
o x:(y+z)=(x-y)+(x-2).

o x(ky)=K(xy).

e x-0=0-x=0.

Poznamka

e Tato definice plati pfesné pouze pro vektorovy prostor nad télesem redlnych cisel; v ptipadé komplexnich
Cisel nabyva tfeti axiom tvaru x-y = y_x a druhy dusledek tvaru x- (ky) =k (Xy) (pruh znaci komplexni
sdruzent).

e Da se dokazat, Ze realna funkce Jx-x , definovana na V, splituje axiomy normy, tak jak byly uvedeny vyse.
Ukazuje se tedy, ze je-li vektorovy prostor vybaven skalarnim soucinem, je v ném mozno takto zavést také
normu (a tudiz i metriku). V dal$im textu tento vztah mezi skalarnim sou¢inem, normou a metrikou ptedpo-
kladame.
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Piiklad
Typickym piikladem vektorového prostoru se skalarnim soucinem je 2 nebo 3dimenzionalni prostor geometric-
kych, ptip. fyzikalnich vektort, ve kterém je skalarni soucin vektord a, b definovan jako soucin velikosti (no-

rem) téchto vektord a kosinu uhlu, ktery sviraji: a-b = ||a||||b||cosy . Odtud se ptejima pro libovolné vektorové

prostory pojem kolmosti vektorii.

Ortogonalita a ortonormalita vektoru

Definice (kolmost vektorit)
Dva vektory x, y z V jsou na sebe kolmé (ortogonalni) prave tehdy, je-li jejich skalarni sou-

¢in roven nule.

Definice

Ortogonalni bazi vektorového prostoru V vybaveného skalarnim sou¢inem nazyvame tako-
vou bazi, jejiz vektory jsou navzajem kolmé, tzn. jejich skalarni soucin je nulovy. Maji-li na-
vic vSechny vektory baze jednotkovou velikost (neboli jsou normovany k 1), mluvime o orfo-
normdlni bazi.

Pozniamka
Konkrétngji: je-li B E{bl,bz,...,bn}ortonormélm’ bazi, pak plati pro skalarni soucin libovolnych dvou jejich
prvkit b, b, vztah b, -b; =3, . Symbol na pravé strang, tzv. Kroneckerovo delta, je roven 1 pro i = j, jinak je

roven 0.

Priklad
Nejpouzivangjsi ortonormalni bazi v prostoru R* je baze tvotena vektory i= (1,0,0) , Jj= (O, 1,0) , k= (O, 0,1).

Dtikaz jeji ortonormality pfenechdvame ¢tenafi.

Véta (skalarni soucin v ortonormadalni bazi)
Necht' je dan vektorovy prostor V se skalarnim soudinem, jeho ortonormdlni baze

B={b.b,,...b,} a dva vektory x,y zV, které Ilze vyjadiit ve tvaru
x=xb, +xb,+..+xb, , y=yb, +y,b,+...+y b, . Pak pro skalarni soucin téchto vektorti
plati
X-y= inyi >
i=1

coz je znamy tvar vypoctu skalarniho soucinu jako souctu sou€int jednotlivych soutadnic.

Ditkaz
Dikaz je snadny: x-y = [z xl.bl)(z yjbj] = xybb; = Zinyjé}j = Z)ciyi .
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1 i=1
Pramét a projekce vektoru
Definice
b . .
Priimétem vektoru a do vektoru b nazyvame vektor (a-b,)b,, kde b, = M je jednotkovy

vektor ve sméru vektoru b . Cislo a, =a-b, nazyvame projekci vektoru a do vektoru b .
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Poznamka
V piipadé geometrickych nebo fyzikalnich vektorid v 2 a 3dimenzionalnim prostoru se da projekce vektoru a do

vektoru b vyjadrit ve tvaru a, = ||a|| cosy (y je uhel mezi vektory a, b), ze kterého je zfejmy puivod zavedené

terminologie.

Véta
Soutadnice vektoru v libovolné ortonorméalni bazi je totozna s projekei tohoto vektoru do pfi-
sluSného bazového vektoru.

Diikaz
Vypoctéme projekci  vektoru x=xb,+x,b,+...+xb, ~ do vektoru baze b,:
X, =X-b, =(xb, +x,b, +..+xb, )b, =x,b, -b, =x, (b, -b,) =X, , nebot’ pro vektory baze

plati relace ortonormality b, ‘b, =4, .

i

Vektorovy souéin

Definice
Necht je dan 3dimenzionélni vektorovy prostor V s ortonormalni bazi {i, i k} . Vektorovym

(vnéj§im) soucinem vektori a=aji+a,j+ak, b=>bi+bj+bk rozumime vektor
axb =(ab,—ab,)i+(ab, —ab,)j+(ab, —ab )k .

Poznamka

e Vektorovy soucin se znaci, jak uz bylo ukazano, kiizkem x, a to na rozdil od skalarniho soucinu, ktery se
znadi teckou. Neni tedy mozno tyto symboly zaméiiovat, jak tomu je u soucinu dvou Cisel.

e Vektorovy soucin je definovan pouze v tfirozmérném prostoru, protoze pii mensi dimenzi by neexistoval
zadny vektor vyhovujici definici a pfi vétsi naopak vice nez jeden, definice by nebyla jednoznacna. Jedna se
o daleko méné obecny pojem, nez je skalarni soucin.

eV ramci geometrického (fyzikalniho) pohledu je mozné ekvivalentné definovat vektorovy soucin axb jako

vektor, ktery je pravotocive kolmy k vektorim a, b a jehoz velikost je rovna soucinu ||a||||b||sin)/ , kde vy je

uhel mezi vektory a, b.Vyraz ,pravotocivé kolmy* znamena, ze smér vysledného vektoru je dan pravidlem
pravé ruky: polozime pravou ruku malikovou hranou na rovinu vektort a, b tak, Ze prsty vymezuji ostry
uhel od vektoru a k vektoru b; pak vztyCeny palec pravé ruky ukazuje orientaci vektorového soucinu
axb.

e Velikost vektorového sou¢inu axb je rovna obsahu rovnobézniku uréeného vektory a, b.

Véta
Pro vektorovy soucin plati:
e axb=—(bxa) (antikomutativnost).

e kaxb=k(axb) (asociativnost nasobeni skalarem).

e ax(b+c)=axb+axc (distributivnost).

SmisSeny soucin

Definice
SmiSenym soucinem tfidimenzionalnich vektord a, b, ¢ nazyvame &islo a-(bxc) a znacime

jej [abe].
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Véta
e Pro smiSeny soucin plati: [abe]=[bca]=[cab]=—[acb]=—[cba]=—[bac].
e Absolutni hodnota smiseného soucinu [abc] udava objem rovnobéznosténu dané¢ho vek-

tory a, b, c.

Dvojny sougéin

Definice
Dvojnym soucinem ttidimenzionalnich vektor a, b, ¢ nazyvame vektor ax (b X c) .

Véta

 Dvojny soucin Ize vyjadfit i bez vektorového nasobeni: ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c.

¢ Dvojny soucin (a tedy ani vektorové nasobeni) neni asociativni, tzn. obecné je
ax(bxc) * (axb)xc.

A4.2 Matice (prvni ¢ast)

Definice
Matici A typu (m, n) nazyvame schéma (mn) ¢isel (realnych nebo i komplexnich) sestave-
nych do m tadki » sloupct

a, a, Q ... a,
. Ay, Ay Gy ... a,,
A, Ay Ay e a

Casto pouzivany zkraceny zapis (pokud vime, o jaky typ matice se jedna) je A = (al.k). Je-li

m=n, pak se A nazyva ¢tvercovou matici m-tého stupne (m-tého radu), jinak hovotime o
matici obdélnikové.

Poznamka

e Prvky a,, 1<k <n, pro dany index i tvoii i-ty Fddek, prvky a,, 1 <i<n,pro dany index k tvofi k-ty slou-
pec. Prvni index v oznaceni prvku a, nazyvame rFadkovym, druhy sloupcovym. Radky a sloupce se souhrn-
né nazyvaji Fady.

e Prvky a,, a,,, ay;, ... tvoii hlavni diagondlu a nazyvaji se hlavni prvky, prvky a,,, a,, .a,, ,, ... tvoii

vedlejsi diagondlu.

Definice (rovnost matic)
Matice A =(a,) se rovna matici B=(b, ) pravé tehdy, jsou-li ob& matice stejné¢ho typu a

jejich stejnolehlé prvky se rovnaji. Strucny zapis: A=B < Vik:a, =b, .
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Specialni matice

Definice

e Nulovou matici nazyvame matici, jejiz vSechny prvky se rovnaji nule. Zna¢ime obvykle
symbolem 0 nebo i ¢islem 0.

e Diagondlni matici nazyvame ¢tvercovou matici, u které prvky na hlavni diagonale jsou
rizné od nuly a vSechny ostatni prvky rovny nule.

e Jednotkovou matici nazyvame takovou diagonalni matici, jejiz vSechny hlavni prvky jsou
rovny 1. Jednotkova matice se obvykle zna¢i E, I nebo i ¢islem 1.

e Horni (také pravou) trojuhelnikovou matici nazyvame Ctvercovou matici A = (aik) , jest-
lize pod hlavni diagonalou jsou vSechny prvky nulové, tzn. Vi>k :a, =0.
e Dolni (také levou) trojithelnikovou matici nazyvame ¢tvercovou matici A =(a, ), jestlize

nad hlavni diagondlou jsou v§echny prvky nulové, tzn. Vi<k:a, =0.

Definice

Transponovanou matici k matici A typu (m,n) nazyvame matici A" typu (n,m) takovou,
kterou dostaneme z matice A zdménou (transpozici) fadki a sloupct. Oznac¢ime-li prvek v i-
tém fadku a k-tém sloupci transponované matice a, , pak miizeme psat: a, = a,, . Jinak fede-

no, transponovana matice A" vznikne ,,pfeklopenim‘ matice A kolem jeji hlavni diagonaly.

Véta

Pro transpozici matic plati (AT )T A.

Definice

Pokud pro &tvercovou matici A plati rovnost A" = A, hovoiime o symetrické (soumérné)
matici.

Pokud pro &tvercovou matici A plati rovnost AT = —A , hovoiime o antisymetrické matici.
Poznamka

Je zfejmé, Zze pro prvky symetrické matice plati a, =a, . Obdobné pro prvky antisymetrické matice plati

a, = —a, , odkud déale plyne, Ze diagonalni prvky antisymetrické matice musi byt nulové.

Hodnost matice

Definice
Hodnosti h=h(A) matice A typu (m,n) nazyvame maximalni podet linedrn¢ nezavislych

fadku matice A.

Véta

e h(A)= h(AT) . Odtud plyne, Ze v definici hodnosti miizeme hovofit o sloupcich misto o
radcich.

o h(A) <min {mn} neboli hodnost matice je mensi nebo rovna mensimu ¢islu z poctu fad-

ki a sloupct.
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Véta

Hodnost matice se nezméni provedenim nasledujicich, tzv. elementdrnich uprav:

e Piehozenim potadi fadki (sloupcti).

e Vynasobenim nékterého fadku (sloupce) ¢islem riznym od nuly.

e Prictenim linedrni kombinace ostatnich fadkt (sloupcti) k vybranému tadku (sloupci).

e Pfidanim nebo vynechanim fadku (sloupce), ktery je linearni kombinaci ostatnich fadka
(sloupcit).

Definice (ekvivalence matic)
O matici B, ktera je stejného typu jako matice A a vznikla z matice A elementarnimi Gpra-
vami, fikdme, ze je ekvivalentni s matici A . Zapisujeme A ~B.

Véta
Ekvivalentni matice maji stejnou hodnost.

Operace s maticemi

Definice
Matice C je souctem matic A, B pravé tehdy, jsou-li vSechny tii matice téhoz typu a plati-
11, Ze kazdy prvek matice C je souctem stejnolehlych prvka matic A, B.
Matematicky zapis:
C=A+BoVik:c,=a, +b,.

Véta
Pro s¢itani matic obecné plati:
e A+(B+C)=(A+B)+C=A+B+C (asociativnost).

e A+B=B+A (komutativnost).
o (A+B) =A"+B".

Definice (ndasobeni matice cislem)

Soucinem matice A =(a,) a &isla o je matice B=(b, ) stejného typu jako matice A, pro
jejiz prvky plati b, = - a, . Matematicky zapis: B=aoA < Vi,k:b, =a-a,, .

Véta

Pro nasobeni matice ¢islem obecné plati:
e (a+p)A=aA+BA (distributivnost).

e a(A+B)=cA+aB (distributivnost).
e a(BA)=(af)A=afA (asociativnost).
. (ozA)T =aA’.

Definice (ndsobeni matic)
Soucinem matice A =(a, ) typu (m,p) a matice B=(b,) typu (p,n) nazgvime matici

P
C=(c,) typu (m,n), pro jejiz prvky plati: ¢, => a;b, . Zapisujeme C=AB nebo i
=

steCkou C=A-B.
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Poznamka

e Soucin matic je definovan pouze tehdy, je-li pocet sloupcti prvni (levé) matice roven poctu fadkt druhé
(pravé) matice.

e Prvek ¢, souCinu C = AB je vlastn€ skalarnim soucinem i-tého fadku matice A a k-tého sloupce matice
B.

e Mame-li sou¢in AB, fikame, Ze matice A nasobi matici B z/eva nebo také, Ze matice B nasobi matici
A zprava. Toto rozliSeni je nutné, nebot’ neplati komutativni zdkon, tzn. obecné AB # BA .

Véta

Pro nasobeni matic plati:

e AE=EA = A (jednotkovym prvkem je jednotkova matice).

e (A+B)C=AC+BC, A(B+C)=AB+AC (distributivnost).

e A(BC)=(AB)C=ABC (asociativnost).
e (AB) =B'A".

A4.3 Determinanty

Definice
Determinantem  Ctvercové  matice A=(a,) fadu »n  nazyvame  Cislo

det A=Y z(P)ay a,, ...a, ,kde s¢itame pies viechny permutace P mnoziny {1, 2, ..., n}.
P

Veli¢ina Z(P) je znaménko permutace P.

Poznamka

e Znaménko permutace P je déno vztahem z(P)=(-1)", kde r je pocet tzv. inverzi v permutaci P. Inverzi
v permutaci P =(k,, k,, ..., k,) nazgvame kazdou dvojici (k,., kj.), pro kterou plati (i< j)/\(kl. >kj.).
Pokud je cislo r sudé, hovotime o sudé permutaci a jeji znaménko je rovno 1, pokud je r liché, jedna se o /i-
chou permutaci a jeji znaménko je rovno —1. Napf. permutace P = (3, L 2,5 4) je licha, protoze obsahuje

3inverze: (3, 1), (3, 2). (5. 4).

e Kromé uvedeného znaceni pomoci symbolu ,, det “ se v praxi ¢asto pouziva také feckého pismene A (vetsi-
nou s n¢jakym rozliSujicim indexem, napf. A, nebo A_ apod.). Jinou moznosti je zapis analogicky zapisu

matice, kdy kulaté zavorky nahrazuji svislé ¢ary jako u absolutni hodnoty. Napf. symbol

. | oznacuje de-

terminant matice (; ’02) .

e Scitance z(P) y, Ay, -4, se nazyvaji cleny determinantu. Z definice determinantu je zfejmé, ze kazdy

¢len determinantu det A obsahuje soucin n prvkd matice A , pficemz z kazdého radku a sloupce matice A
Jje vybran prave jeden prvek.

Definice
Subdeterminantem (minorem) k-tého radu matice A typu (mn) nazyvame determinant

matice, kterd vznikne z matice A vypusténim tolika fadki a sloupct, aby z ni zbyla ¢tvercova
matice k-tého fadu.
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Véta (vypocet determinantit)
e Pro matici prvniho fadu A = (an) plati: det A = a,,. Determinantem je tedy hodnota jedi-

ného prvku této matice.

M “2

21 922

e Pro vypocet determinantu matice tietiho fadu se pouziva schéma zvané Sarrusovo pravi-
dlo: K matici A ptipiSeme prvni dva sloupce (obdobné je mozné formulovat toto pravidlo
pro tadky) a pak provadime souCiny po pifimych ¢arach tak, jak je naznaceno na obrazku,
pfi¢emz ve sméru zleva doprava je znaménko kladné, ve sméru zprava doleva zéporné.

=41y —apayy .

e Determinant matice druhého fadu; det A =

i -

By By Sy A A

- m -~
@y B REG Ey dn
- i .

o5 agh ey, g
A LT L """.i.:i

»
.
1)

‘:-'

Poznamka

Vypocet determinant matic Ctvrtého a vySSich fadi neni vhodné provadét piimo podle definice (ani
v pocitacovych programech), protoze pocet clend je piilis velky a vypocetni Cas rychle roste s fadem matice.
Proto se pouziva jinych metod, zaloZzenych na vybranych vlastnostech determinantd.

Véta (vlastnosti determinantit)

o detE=1.

o detA=detA".

e det AB =det A-det B (pro ¢tvercové matice té¢hoz radu).

e Zaménime-li v matici navzajem dva fadky nebo dva sloupce, zméni determinant znamén-
ko.

e Spolecného nenulového cinitele jednoho tadku nebo sloupce Ize vytknout pred determi-
nant.

e Determinant je roven nule prave tehdy, jestlize prvky alespon jednoho tadku (sloupce)
jsou rovny nule nebo jestlize néjaky fadek (sloupec) je linedrni kombinaci ostatnich fadku
(sloupctr).

e Determinant se nezméni, pti¢teme-li k libovolnému tadku (sloupci) jakoukoliv linearni
kombinaci ostatnich fadki (sloupcit).

Definice
Algebraickym doplitkem prvku a, matice A =(a, ) nazyvame &islo 4, :(—I)Hk M, , kde
M, je subdeterminant (minor) vznikly z matice A vynechanim i-tého fadku a k-tého sloup-

cc.

Véta (rozvoj determinantu podle prvkii jedné rady)

Rozvoj determinantu podle i-tého fadku: det A = z a, A, .

k=1

Rozvoj determinantu podle k-té¢ho sloupce: det A = Z a, Ay .

i=1

Symbol A4, oznacuje algebraicky doplné€k prvku a, .
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Poznamka

e Véta prevadi vypocet determinantu n-t¢ho fadu na vypocet n determinantl (n-1)-ho fadu. Pocet ¢lent de-
terminantu a jeho vypocetni naroc¢nost se tim obecné neméni.

eV praxi je vyhodné pocitat determinant rozvojem podle prvki té fady, ktera obsahuje nejvice nulovych prv-
ki. Pak se totiz nemusi pocitat pfislusné determinanty nizsiho fadu a to vede k vyznamnému urychleni vy-
poctu.

e Navic, pted vlastnim vypoctem determinantu je mozné ve vybrané fad¢€ vynulovat co nejvice prvki pouzi-
tim Uprav, které nemeéni hodnotu determinantu (viz vyse). ,,Maximalnim programem® je pfevést matici na
trojuhelnikovou, tzn. vynulovat vSechny prvky pod nebo nad hlavni diagonalou.

Véta
Determinant trojuhelnikové (horni nebo dolni) matice je roven soucinu jejich hlavnich prvk.

Diikaz

Uvazujme napt. dolni trojuhelnikovou matici A = (aik) fadu n. V prvnim fadku této matice
muze byt pouze jediny nenulovy prvek, diagondlni prvek a,,. Rozvoj jejiho determinantu
podle prvniho fadku ma tedy pouze jeden clen: det A =a, 4,. Algebraicky dopln&k
4, = (—1)1+1 M, =M, jeroven determinantu matice vzniklé z matice A odstranénim prvni-

ho fadku a prvniho sloupce. Tato matice je fadu o jedna mensiho a je rovnéz dolni trojuhelni-
kova. Mizeme tudiz provést analogicky rozvoj jejiho determinantu podle prvniho fadku.
Opakovanim provedenych tivah dojdeme az k jednoprvkové matici (am) (jejiz determinant je

roven jejimu jedinému prvku) a odtud k zdvére¢nému vyjadieni det A =aq,,a,,...a,, .

Definice
Matice, jejiz determinant je rizny od nuly, se nazyva reguldarni. V opatném piipad¢ hovoiime
o matici singuldrni.

Reseni soustav linearnich rovnic

Definice
a Xt apXyt . ax, = bl

Necht je d4na soustava m linearnich rovnic o n neznamych: “ri* “2%2% - “2%= 2

mn-n m
all a12 44444 aln
o Matici A=(q,)=| > 2 “ | typu (m,n) nazyvame matici soustavy.
Am1 m2 mn
a4y e a, bl

s oAl oY | oayy o ayy , b r oz wrv . 7
o Matici A'=(ay, b)=|" 2 = “ 2| typu (m,n+1) nazyvame rozsifenou matici

Ayl Ay e A bm
soustavy.
x| by
.. 3 T b T ;s
e Sloupcovou matici x=| " |=(x,x,,...,x,) , resp. b=|" |=(b,b,,...b,) , nazyvame
x, bm

vektor (sloupec) neznamych, resp. vektor (sloupec) pravych stran.
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Véta
Soustavu m linearnich rovnic o n nezndmych miizeme zapsat v maticovém tvaru Ax =b.

Véta (Frobeniova)

Soustava linearnich rovnic je feSitelnd pravé tehdy, ma-li matice soustavy A a rozsifena ma-
tice soustavy A’ stejnou hodnost 4. Pak pro 4 =n existuje pravé jedno feseni, pro h<n
existuje feSeni nekone¢né mnoho.

Poznamka

e Pro homogenni soustavu rovnic, tj. soustavu, jejiz vektor pravych stran b je nulovym vektorem, z uvedené
véty plyne, ze ma vzdy aspon jedno feSeni (protoze matice rozsifend se od matice soustavy lisi ptidanim
nulového sloupce a tato operace neméni hodnost).

e Uvazime-li platnost relace h(A) < min(m,n) , plati v piipadé, kdy soustava ma feSeni, tj. kdy
h(A) = h(A') =h, nerovnost & <m . Jestlize je tato nerovnost v konkrétnim piipad¢ ostra, tj. # <m , zna-

mena to, Ze soustava obsahuje pouze / signifikantnich rovnic a zbytek (m — %) jsou rovnice, které z téchto
rovnic vyplyvaji a mizeme je jako nadbytecné vypustit.
e Piipad, kdy soustava nema zadné feSeni, tj. kdy h(A) % h(A’) , nastava pravé tehdy, kdyz se v soustave

vyskytuje asponi jedna rovnice, ktera je nekompatibilni s ostatnimi (rovnice se navzajem vylucuji).

Véta (Cramerovo pravidlo)
Jestlize determinant matice soustavy n linearnich rovnic o n nezndmych je rizny od nuly

. A )
(det A=A #0), pak ma soustava pravé jedno feSeni (xl, Xy, X, )T, kde x; :X‘ a A, je de-

terminant matice, kterd vznikne z matice soustavy A tak, ze v ni i-ty sloupec nahradime
vektorem pravych stran b.

A4.4 Matice (druha cast)

Inverzni matice

Definice
Inverzni matici k étvercové matici A nazyvame (pokud existuje) takovou matici A~ stejné-
ho typu, pro kterou plati AA™" = A"A =E, kde E je jednotkova matice.

Véta

Nasledujici vyroky jsou ekvivalentni:

e Inverzni matice k matici A fadu n existuje.

e Hodnost matice A je rovna jejimu fadu, tj. A (A) =n.
e Determinant matice A je rizny od nuly.

Pozniamka
Vidime, Ze regularni matici miizeme definovat tfemi zptisoby: det A#0 < h (A) =n < AT

Véta (vlastnosti inverzni matice)

(A7) =(A"), detA™ =

- 11:A =(detA) ", (AB) =B'A™".
€
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Diikaz
Dtikaz druhého vzorce je velmi snadny:

1

AA"=E=det AA'=detE=>det A-det A =1=det A™' = A
(]

Véta (vypocetni tvar inverzni matice)
Inverzni matici k regularni matici A =(a,, ) fadu n lze vyjadfit ve tvaru

4, 4, .. 4,
Ao L | A A Ay :;(A_k)T
detA| ... .. .. .. detA> "7

Aln AZn Arm

kde A4, je algebraicky doplnék prvku a,, .

Poznamka

T
Matici (A,.k ) , tj. transponované matici algebraickych doplikd, se iik& matice adjungovana.

K urceni inverzni matice se krom¢ uvedeného vypoctu pomoci adjungované matice pouziva (zejména pro
vys§i fady) tzv. Gaussovy metody. Tato metoda je zaloZena na tom, Ze k inverzni matici A™' lze prejit po-
moci pouze fadkovych (nebo pouze sloupcovych) elementarnich tiprav matice A , pfi¢emZ nejprve se snaZzi-
me dostat jednotkovou matici E a pak aplikaci tychz elementarnich uprav ve stejném potadi prejdeme od
matice E k inverzni matici A™'. V praxi vzdy vystadime se tfemi operacemi: pfictenim linearni kombinace
radkt k jinému tadku, vynasobenim fadku ¢islem riznym od nuly a prehozenim potadi fadkl. Pokud neni
mozno uvedenym postupem obdrzet matici E, je matice A singularni.

Priklad
Invertujte matici A = (2 ’2) .

13

Reseni:

Pomoci adjungované matice: Matice algebraickych dopliikd je (z '21) , po transpozici (_31 z) , dale snadno
spotitime det A=2-3(-2)-1=8. Tudiz A" =4(* 2.

Gaussovou metodou: Matici A a jednotkovou matici E si napiSeme vedle sebe (do tzv. blokové matice) a
elementarni upravy provadime soucasné na obou maticich:

(A|E):2—210~2—210~2—210~—8 84 o) (-8 o3 2\ _[1 q
130 1 2 60 -2 0 g1 2 0 g1 -2 0 81 -2 01

)= (el ).

Celociselna mocnina matice

Definice (mocniny matic)
Pro ¢tvercovou regularni matici A definujeme celociselnou mocninu takto (n € N):

A" = AA...A , tzn. jako opakované nasobeni n stejnych matic.
—

n Cinitelit

e A" =A"A"._ A" tzn. jako opakované nasobeni n inverznich matic .
-

n Cinitelit
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Véta
Obdobné¢ jako pro ¢iselné mocniny plati: A"A" = A™™", m,neZ.

Stopa matice

Definice
Stopou Ctvercové matice A = (aik) fadu n nazyvame soucet jejich hlavnich prvki:

TrA=SpA=a,+a,+..+a,.

Poznamka
Oznaceni ,, Tr* pochazi z anglického ,,trace®, oznaceni ,,Sp* z némeckého ,,Spur®.

Vlastni Cisla a vektory matice

Definice
Necht' je dana Ctvercova matice A tadu n a nenulovy vektor (sloupcova matice) u typu

(n,l). Plati-li Au= Au (tzn. vynasobeni vektoru u zleva matici A je ekvivalentni vynéso-

beni vektoru u urCitym cislem A ), nazyvame vektor u vilastnim (charakteristickym) vekto-
rem matice A a Cislo A ptisluSnym vlastnim (charakteristickym) ¢islem matice A .

Definice
aH alz 111”
Charakteristickou matici Ctvercové matice A=|®™ @ = @ nazyvame matici
an o
A-ay, a, ay,
/IE—A — ay A=ay .. a, ,
anl anZ l_ann

kde veli¢ina A je redlna nebo komplexni proménna.

Pozniamka
Charakteristicka matice je zfejmée funkci proménné A .

Definice
Polynom det(ﬂE—A) n-tého fadu v proménné A, tj. determinant matice charakteristické k

matici A, nazyvame charakteristickym polynomem .

Véta (vypocet viastnich Cisel)

e Vlastnimi C¢isly matice A jsou kofeny A4,,4,,...4,
det(AE—A).

e Charakteristicka ¢isla trojuhelnikové matice jsou rovna prvkiim v hlavni diagonale (hlav-
nim prvkam).

charakteristického polynomu
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Definice (podobnost matic)
Ctvercové matice A, B téhoz fadu nazyvame podobnymi, existuje-li takova matice P, Ze
plati B=P'AP.

Véta
Podobné matice maji stejny charakteristicky mnohoclen, stejna vlastni ¢isla a stejnou stopu.

rowr

Definice

Hermitovskou (hermitovsky symetrickou) matici nazyvame matici, pro niz A" = A, ne-

boli A=A"=A" (pruh zna¢i komplexni sdruzeni, horni index + tzv. hermitovské sdru-
Zeni, tzn. soucasnou transpozici matice a jeji komplexni sdruzeni).

Ortogondlni matici rozumime matici, pro kterou plati A™' = A",

Unitdrni matici rozumime matici, pro kterou plati A = A" = A",

Véta

e Vlastni ¢isla hermitovské (hermitovsky symetrické) matice jsou realna.

e Vlastni ¢isla realné symetrické matice jsou realna.

e Modul (absolutni hodnota) kazdého vlastniho Cisla unitarni matice je roven jedné.

e Vlastni vektory hermitovské (hermitovsky symetrické) matice ptislusné riznym vlastnim

¢islim jsou navzdjem ortogonalni.

Vlastni vektory unitarni matice, pfislusné riznym vlastnim ¢isliim, jsou navzajem ortogo-
nalni.

Necht' A je hermitovskd (hermitovsky symetrickd) matice. Pak existuje unitarni matice
U takova, ze matice U'AU je diagondlni (a realnd).

Necht' A je realna symetrickd matice. Pak existuje realnd ortogonalni matice P takova,
7e matice P"'AP je diagondlni (a samoziejmé také realna).
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A5 Krivocaré souradnice

V tomto apendixu se zabyvame obecnymi soufadnicovymi soustavami na R” a budeme pracovat s veli¢inami
s jednim nebo i vice indexy. Aniz to budeme explicitné uvadét, tyto indexy mohou nabyvat hodnot 1,...,n.

s S P . ~ r X o o ~ ~r . . s -1
V zé&jmu formalniho zjednoduseni uvadénych vztahi budeme dusledné vyuzivat Einsteinovu sumac¢ni konvenci .

Definice

Ozname x,,...,x, kartézské soufadnice na R". Necht’ je definovéano spojité diferencova-

n

telné a vzajemné jednoznaéné zobrazeni ¢:Q —->R" (QcR")

% =4(Gm6,) -
Pak n-tice ¢isel [&,....&,| nazveme k¥Fivocarymi souiadnicemina R”" .

Poznamka
Obvykle budeme pouzivat zkracené nazvy kartézské souradnice x; a krivocaré souradnice &. Vzdy budeme mit
ale na mysli odpovidajici uspotadané n-tice [x,...x,| a [&,...& ]

Pfechod mezi kartézskymi a kiivoCarymi soufadnicemi je dan zobrazenim ¢, x, =4.(&,....&,). V nasledujicim
vykladu budeme pro jednoduchost psat x, =x,(&,....&,), jak je to bézné v ptirodnich a technickych védach,

nebo dokonce struénéji x, = x,(¢;) .

Protoze zobrazeni ¢ je podle piedpokladu prosté, je mozno pro zadané kartézské soutadnice zvoleného bodu
najit odpovidajici soufadnice kfivocaré jednoznaéné — & =¢/.'1(x1,...,xn). V dal$im ovSem budeme pouzivat

Vv

Definice
Necht x'” jsou kartézské soufadnice pevné zvoleného bodu z R” a &\” jeho kiivocaré

soufadnice. Pak kiivku

— (0) (0) (0) (0)
xi_xi(§1 EARAS) k—1a§k’ k+l""’§n )

nazveme k-tou souitadnicovou &arou v bodé x\©.

Poznamka
Pohybujeme-li se po k-té soufadnicové ¢are, méni se pouze k-t kiivoCard souradnice ¢&,, zatimco ostatni zi-
stavaji neménné. Soutradnicové ¢ary tedy hraji v kiivocaré soufadnicové soustavé roli os soutadnic kartézskych.
Je-li ovSem zobrazeni ¢ nelinearni, nejednd se o ptimky, ale o ,,kfivé ¢ary”. Odtud pochazi tedy nazev kiivocaré
soufadnice.

Pozniamka
Od kartézskych soufadnic na R" je mozno pfejit k soufadnicoveé invariantnimu zapisu, uvédomime-li si, ze
R" je linearni vektorovy prostor a kartézské souradnice x; jsou soufadnicemi vzhledem k specialné zvolené
ortonormalni bazi ey, ..., e,, kde

e = [1,0,...,0] ,

" Podle Einsteinovy sumadéni konvence s¢itime automaticky pies viechny indexy, které se v daném vyrazu vys-
kytnou pravé€ dvakrat. Tak napt. pod a,b, rozumime Zl_ ab, , misto A4 x, bychom méli psat Zj:l A;x;

S It il B

apod.
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e, =[0,1,...,0],

e, 5[0,0,...,1].
Pak je ovS§em mozno pro polohovy vektor libovolného bodu psat

X =1, (5 f )e,. .
Poznamka
Z toho, co bylo uvedeno v kapitole 5.1, plyne, Ze vektor

i

o
=g |

0 6 0
)= (e)

je te¢nym vektorem ke k-té soufadnicové afe vbodé x* =x(&”). Jeho soufadnice v kartézské bazi e;
odpovidaji elementim k-té¢ho sloupce Jacobiho matice

a ta ma podle predpokladu o prostoté zobrazeni x, =x,($;) sloupce linearné nezavislé. Musi tedy nutn€ platit

* |rd=o.
e vektory T, jsou linearn€ nezavislé.

Vektory T, tvofi proto rovnéz bazina R", obecné vSak odli$nou od kartézské baze e,. Tyto vektory je mozno
navic normovat

T
e '=—=
C el

a ziskat tak novou bazi na R" tvofenou opét vektory jednotkové délky. Vse je shrnuto do nasledujiciho obraz-
ku:

Definice
Soustavu vektorti e,' nazyvame lokdlni kiivocarou bazi.

Poznamka
Lokalni kiivocara baze se méni misto od mista. V rliznych bodech R" maji vektory e,' obecné rizny smér.
Proto nazev lokalni, ktery ma tuto vlastnost zdlraznit.
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Definice

Tvofti-li vektory e,' vkazdém bodé R" ortogonalni soustavu, nazveme odpovidajici kiivo-
caré soutadnice ortogondlnimi kiivocarymi souiadnicemi.

Poznamka (rozklad vektoru do lokdlni kiivocéaré baze)

Necht je x” bodz R". Libovolny vektor a vazany v tomto bodé miizeme tedy rozlozit jak do baze e, tak i
do baze e, ':

Pro lokalni kiivocarou bazi miizeme ovsem psat

e'=¢.e,,
kde
-1
© ©
Rl EEen)) e
Plati tedy
a,.'el'z(a['gﬁ)ejzaje/,
a proto i
a,=¢&,a;".

Tim jsme ziskali velmi dilezity vztah pievadéjici soufadnice vektoru a v lokalni kiivocaré bazi do baze kartéz-
ské (a po invertovdni matice &; i naopak).

Poznamka (metricky tenzor)
Necht x© a x+dx jsou dva infinitezimalng blizké body z R”, jimz odpovidaji kiivo¢aré soutadnice ¢

51(.0) +d¢; . Pak ziejmé plati

(0)

_% (0
oz, (&, 7)dS; .

Pro druhou mocninu vzdalenosti téchto dvou bodit miizeme psat

ds? de[dx[— 5 (CE(O)) 28, (CE(O)) df dé, = g/kdéz/dézk,

kde jsme zavedli

)y _ i 20 (0
g4x(&) ég(cf )5(5 )

Veli¢ina gy zadava metrické vlastnosti kiivocaré soufadnicové soustavy, nazyva se proto obvykle metrickym
tenzorem.

vvvvvv

Poldrni souradnice vroviné (R>) r>0 a ge (0,27[) souviseji s kartézskymi soufadnicemi x a y pro-

stfednictvim vztahli x =rcos¢, y=rsing.

Vilcové (cylindrické) soufadnice v prostoru (R’) r>0, ¢€(0,27) a ze(—w,+®) jsou prostorovou

.y v . ’ ’ . . . 1
analogii soufadnic polarnich a definujeme je vztahy x=rcos¢, y=rsing, z==z.

Kulové (sférické) souradnice v prostoru (R’) r>0, ge (0,27[) a e <O,7z> souviseji s kartézskymi sou-

fadnicemi prostiednictvim vztahlt x =rcos¢@sinf, y=rsingsinf, z=rcosé .

! Kartézska soufadnice z je totozna s cylindrickou. UZivame proto pro né stejné oznaceni.
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