Spojitost a limity -7-

1 Diferencialni pocet funkci jedné realné proménné

1.1 Spojitost a limity

Definice
A-okolim bodu aeR' nazyvame interval (a—A,a+A). Redukovanym A-okolim bodu

ae€R nazyvame sjednocenti intervald (a—A,a)U(a,a+A).

Spojitost

Definice
Necht je funkce f definovana na n&jakém okoli bodu a. Rekneme, Ze funkce f je v bodé a
spojita, prave kdyz

Ve>035>0:VxeD, plati [x—a|<5= |f(x)-f(a)|<e.

Dale fekneme, ze funkce f* je spojitd na otevieném intervalu (a,b) — D ,, pokud je spojitd
v kazdém bod¢€ uvedeného intervalu.

Poznamka

Definice spojité funkce popisuje matematicky pfesné to, co mdme na mysli, kdyz fikame, ze graf funkce je re-
prezentovan nepierusovanou (spojitou) kiivkou. To jest takovou kiivkou, kterou miizeme nakreslit, aniz zved-
neme tuzku z papiru nebo kiidu z tabule.

Limity

Definice (vlastni limita ve vlastnim bod¢)
Necht je funkce f definovéna na n¢jakém redukovaném okoli bodu a. Rekneme, ze funkce

f mavbodé¢ a viastni limitu A (A € R) , praveé kdyz
Ve>030>0:VxeD, plati 0<|x—a|<5: |f(x)—A| <Eg.
Zkracené tento fakt zapisujeme symbolem A = lim f(x).

Poznamka

Vsimnéte si, Ze funkce f nemusi byt v bodé a, v némz vysetifujeme jeji limitu, vilbec definovana. Vyse uvede-
na definice totiz popisuje pouze, kam ,,sméfuji* funkéni hodnoty f, kdyz se s nezavislou proménnou x blizime
neomezeng blizko bodu a (aniz jej ovSem dosdhneme). Pokud je funkce f vbodé a definovana, nemuseji byt
obecné jeji funkéni hodnota a jeji limita v tomto bodé totozné.

Poznamka
Vsimnéte si, Ze spojitost funkce f v bodé a mizeme vyjadfit zkracené vztahem

lim f(x) = f(a).

! Symbolem R oznatujeme mnoZinu viech realnych &isel.
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Definice (nevlastni limity ve vlastnim bodé¢)
Necht je funkce f definovana na néjakém redukovaném okoli bodu a.

Rekneme, Ze funkce f ma v bodé a nevlastni limitu +oo, pravé kdyz

VK >035>0:VxeD, plati 0<|x-a|<5=f(x)>K.

Zkracené tento fakt vyjadiujeme symbolem lim f(x) =+

Rekneme, Ze funkce f ma v bodé a nevlastni limitu —oo, pravé kdyz

VK <035>0:VxeD, plati 0<|x—a|<d= f(x)<K.
Zkracené tento fakt vyjadfujeme symbolem lim f(x) =—o0.

Pozniamka
Definice nevlastnich limit popisuje situaci, kdy funkéni hodnoty funkce f rostou nade vSechny meze, nebo pod
vSechny meze klesaji, pokud se jeji nezavisla proménna blizi k hodnoté a.

Poznamka

Zatim jsme v definicich limity pfedpokladali, Ze se nezavisla proménna blizi k zadané hodnoté z obou stran
sou¢asné - zleva i zprava. Casto byva uzite¢né umét popsat situaci, kdy je toto piiblizovani jednostranné, tj. bud’
zleva, nebo zprava. Pak hovotime o jednostrannych limitich. Uved'me si jejich pfesné definice na pfikladu
vlastni limity. Zobecnéni na piipad limit nevlastnich je pak pfimocaré.

Definice (jednostranné vlastni limity ve vlastnim bodé¢)
Necht je funkce f definovdna na otevieném intervalu (a—A,a), kde a je realné cislo.

Rekneme, ze funkce f ma vbod& a zleva viastni limitu A (A€ R), pravé kdyz
Ve>035>0:VxeD, plati 0<a-x<5= |f(x)-4|<e.

Zkraceng tento fakt zapisujeme symbolem lim f(x)=4.

Necht je funkce f definovdna na otevieném intervalu (a,a+A), kde a je realné cislo.

Rekneme, ze funkce f ma vbod& a zprava viastni limitu A (AeR), pravé kdyz
Ve>035>0:VxeD, plati 0<x—a<d5= |f(x)-4|<e.
Zkracen¢ tento fakt zapisujeme symbolem lim f(x) = 4.

Pozniamka

Ma-li funkce f vbodé a limitu (vlastni ¢i nevlastni), ma v tomto bodé zfejmeé ob¢€ jednostranné limity, které
jsou navic této limité rovny. Naopak, pokud existuji ob& jednostranné limity a jsou si navzdjem rovny, ma nutné
funkce f vbod¢ a limitu. Pokud si ale rovny nejsou, limita funkce v daném bodé neexistuje.
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Podobn¢ jako jednostranné limity mizeme definovat i spojitost funkce zleva a zprava. Staci se omezit ve vyse
uvedené definici spojitosti na hodnoty nezavislé proménné splitujici 0<a-x<o (resp. 0<x—a<J). Po-
kuste se ob¢ definice zformulovat sami!

Poznamka

Kromé chovani funkei v blizkosti redlného bodu a nas Casto zajima chovéni funkce v pifipadé, ze se nezavisla
proménna blizi k nekone¢nu. Pro tento ucel definujeme limity v nevlastnich bodech realné osy, tj. v. +0 a
— 00,

Definice (vlastni limity v nevlastnich bodech)
Necht je funkce f definovana na intervalu (b,+«). Rekneme, ze ma v +oo viastni limitu

A, praveé kdyz
Ve>03IM >0:VxeD, plati x>M =|f(x)-4|<e.

Pouzivame téz zkraceny zapis lim f(x)= 4.
X—>+00

Necht je funkce f definovéna na intervalu (—o0,b). Rekneme, e ma v —o viastni limitu A,
praveé kdyz
Ve>03dM <0:VxeD, plati x<M:>|f(x)—A|<g.

Pouzivame téz zkraceny zapis lim f(x)=A4.
X—>—0

Poznamka
Zcela analogickym zpiisobem se definuji i nevlastni limity v nevlastnich bodech. Pokuste se tyto definice (cel-
kem ¢tyfi) zformulovat sami!

Véty o limitach

Véta (nerovnost mezi limitami)
Necht funkce f a g definované na n¢jakém redukovaném okoli bodu a spliiuji pro vSechna
x z tohoto okoli nerovnost

fx)=<g(x).

Existuji-li limity téchto funkci v bod¢ a (vlastni ¢i nevlastni), plati

lim f(x) <limg(x).
Specialn¢ tedy mizeme psat
lim f(x)=+0 = limg(x)=+w,

limg(x)=—0 = Ilimf(x)=-wx.

Véta
Necht’ funkce f, g a h definované na néjakém redukovaném okoli bodu a spliuji pro
vSechna x z tohoto okoli nerovnost

J(x)=g(x)<h(x).

Existuji-li vlastni limity funkci f a 2 vbod€ a, které jsou si navic rovny, existuje v tomto
bod¢ i limita funkce g a plati

lim f(x) =lim g(x) =limA(x).



-10- Diferencialni pocet funkci jedné proménné

Poznamka
Pravé uvedené véty o nerovnostech mezi limitami je mozno pieformulovat i pro jednostranné limity a limity
v nevlastnich bodech (a = +w). Proved’te sami!

Véta (algebra limif)
Limity v této vété mohou byt vlastni i nevlastni (tj. konecné i nekonecné), ve vlastnich i ne-
vlastnich bodech (tj. @ muZe nabyvat kone¢nych i nekoneénych hodnot).' Pokud maji vyrazy
na pravé stran€ rovnosti smysl, plati
lim(f(x) +g(x)) = lim f(x)+limg(x),
lim(f (x) - g(x))
lim (£ (x).g(x))
lim(/(x)/ g(x))

lim £(x)-lim g(x),

lim £(x).lim g(x),

lim f(x)/limg(x).
xX—>a X—>a
Poznamka

Véta se velmi snadno pamatuje: Limita souctu je rovna souctu limit atd.

Poznamka

Dilezitou soucasti véty je predpoklad, ze pravé strany maji smysl. To pfedevs§im znamena, Ze limity na pravych
stranach existuji a navic limita ve jmenovateli v poslednim vztahu je nenulova. Vzhledem k tomu, Ze tyto limity
mohou byt obecné nevlastni, musime respektovat néktera specialni pravidla pro pocitini s nekonecny:

o tw+c=+w VcelR,

® +oO+0w=+w,

o —w0+(—w)=—00—(+x0)=-w,
e +tooc=1w Vee(0,+x),

e tfwc=Fwo Vce(—x,0),

*  (+00).(+0) = (—0).(-0) =+,
e (+).(-0)=-0,

c/(£0)=0.

Vyrazy 40—, (10).0, (+0)/(10) a 0/0 nejsou definovany, nemaji tudiz smysl! Jejich vysledkem mize byt
v zavislosti na charakteru funkci vyskytujicich se v pocitanych limitach jakékoliv redlné ¢islo, +o0 i —o0 , nebo
prosté vysledek nemusi existovat.

Podobné neni definovan vyraz A/0, kde A je nenulové realné ¢islo, ani vyraz (+o)/0. Moznych vysledka je
vsak v téchto pfipadech piece jen trochu méné. K uvedenym neuréitym vyraziim vedou totiz limity (Casto jedno-
stranné) lim(f (x)/ g(x)) , kde limf(x) =4 (resp. lim f(x) =4w) a limg(x) =0, a vysledky, k nimz
muzeme dospét, zaviseji pouze na znaménku A (¢i eventualni nevlastni limity funkce f) a na znaménku funkce

g nabyvanému na né&jakém redukovaném okoli (popf. jednostranném redukovaném okoli) bodu a. Shrnuje je
nasledujici tabulka.

A >0, popt. lim f(x) =+ A <0, popt. lim f(x) = -
g(x)>0 +00 —o0
g(x)<0 —o0 +00

Meéni-li funkce g své znaménko na libovolné malém redukovaném okoli (jednostranném redukovaném okoli)
bodu a, pfislusna limita (jednostranna limita) neexistuje.

' A také pouze jednostranné.
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Poznamka

Pocitani limit je obvykle pomérné obtiznou zalezitosti. U nékterych funkci vychazime piimo z definice. Jindy
mizeme pouzit pravidla pro zakladni algebraické operace s limitami. Casto vSak musime pouzit pokrocilejsi
metody (napf. L’Hospitalovo pravidlo), o n¢kterych se zminime pozdéji.

Nekteré dulezité a Casto pouzivané vysledky, které miizeme ziskat pfimym pouzitim definic a vét uvedenych v
této kapitole, jsou

o  konstantni funkce, linedrni funkce, kvadratickd funkce a obecné polynomy jsou spojité na mnoziné vsech
realnych Gisel',

o celociselné mocniny a odmocniny jsou spojité na svych defini¢nich oborech,

o exponencidlni a logaritmické funkce jsou spojité na svych defini¢nich oborech,

e goniometrické a cyklometrické funkce jsou spojité na svych defini¢nich oborech,

_ o . .1 o .
lim x" =+ pro pfirozena n Iim —=0 pro pfirozend n
X—>+0 n
X—>too y
. . 1
n 3 4 r
lim x" =+ pro n suda lim — =0 pro realnd a>0
X—>—0 X—>+00 X
. o .1 y . .
lim x" = -0 pro n licha lim — =+ pro v8echna pfirozena n
X—>—00 x>0 x
. o . .1
lim &/x = +o pro pfirozena n lim— =+ pro n suda
X—>+00 x>0~ x}l
. Lo .1 Lo,
lim {/x = — pro n licha lim — = - pro n licha
X—>—0 x>0 xn

.1 1
lim — =+ proredlnd a>0

x—0" x
lim a* = +o proredlna a>1 lim a¢* = 0 proredlnd a <1
X—>+0 X—>+00
lim a® = 0 proredlnd a<1 lim ¢® = +o prorealna a <1
X—>+00 X—>—0
e limity goniometrickych funkci v nevlastnich bodech neexistuji,
lim tgx = +o lim cotgx = —
x—r/2” x>z
lim tgx= —o0 lim cotgx = +©
xor/2t xor*

! Jejich limity jsou tedy v kazdém bod& defini¢niho oboru rovny funk&nim hodnotam.



-12- Diferencialni pocet funkci jedné proménné

1.2 Derivace

Zavedeni pojmu derivace bylo inspirovano potiebou fesit nékteré konkrétnimi a navysost praktické problémy
jako napf.

e urceni smérnice tecny ke grafu zadané funkce v zadaném bodg,
e urceni okamzitych hodnot rychlosti a zrychleni.

Derivace

Definice
Necht’ je funkce f (x) definovana na n&jakém okoli bodu a. Rekneme, Ze tato funkce ma
v bod¢ a vlastni derivaci, pokud existuje vlastni limita

o - 1@)

xX—a x_a

Tuto limitu pak nazyvame vlastni derivaci funkce f v bodé a a uzivime pro ni obvykle

af

oznaceni f'(a) nebo téz d—(a). Je-li uvedena limita nevlastni, hovotime o nevlastni deri-
X

vaci funkce f v bodé a.

Jednostrannou limitu

im LS @ o S0 f@)

x—=a xX—a x—a® xXxX—a
nazyvame derivaci funkce f v bodé a zleva, resp. zprava.

Poznamka
V mnoha ucebnicich je derivace funkce f v bodé a definovana zcela ekvivalentnim zptisobem jako

im L@t A~ f(a)
Ax—0 Ax

Definice

O funkcich, které maji v bodé¢ a vlastni derivaci, se Casto hovoti jako o funkcich (jedenkrdt)
diferencovatelnych v zadaném bod¢. Funkce, které maji vlastni derivaci v kazdém bod¢ néja-

v v s . ro s e , . , . 1 . .
kého otevieného intervalu, se nazyvaji (jedenkrdt) diferencovatelné na intervalu . Derivaci

v libovolném bod¢ zadaného intervalu pak obvykle zna¢ime f'(x) nebo téz dl(x) .
X
Véta
Funkce diferencovatelna v zadaném bod¢ je v tomto bod¢ spojita. Funkce diferencovatelna na
néjakém otevieném intervalu je spojitd na tomto intervalu.

Poznamka
Funkce f, ktera je diferencovatelna na néjakém otevieném intervalu, ma vlastni derivaci v kazdém jeho bodé.
Derivovanim ziskame tedy z funkce f funkci novou — f'(x). Tu se miZeme pokusit opét derivovat v kazdém

bod¢ zminéného intervalu. Ve vSech bodech, v nichz bude tento pokus Uspésny, ziskame tzv. druhou derivaci

! Graf diferencovatelné funkce je na zadaném intervalu hladky a nevyskytuji se na ném adné "rohy".
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funkce f — f"(x). Dalsim derivovanim mizeme ziskat derivaci tieti — f"(x), étvrtou — f'¥(x), a obecng

az derivaci Fadu n — " (x). O téchto derivacich hovoiime obvykle jako o derivacich vy§Sich. Pouzivame pro

d"f(x)

né, kromé pravé uvedeného, také oznaceni T
x

Véty o derivacich

Véta (algebra derivaci)
Pokud maji pravé strany rovnosti smysl, plati

(f+2) (@) =f"(a)+ (@),
(f-2) (@ =f"(@)-g(@),
(k) (@) = k().

(f.8) (@) =/"(a)g(a)+ f(a)g'(a),

S _ fla).gla)- f(a).g'(a)
(a) = 5 :
g g(a)

Véta (derivace inverzni funkce)
Necht’ ma funkce f funkci inverzni a v bodé a existuje jeji prvni derivace f'(a), ktera je

nenulova. Pak existuje prvni derivace funkce f~' vbodé b= f(a) aplati

1 1

(b = - :
/oo fl@  f'(f7 b))

Poznamka
Vétu o derivovani inverzni funkce (tentokrat v obecném bodé x) muzeme zapsat i ve tvaru

Yoo
UANC) |:f"(J’):|y—f'l<"')

a Cist: Inverzni funkci derivuj tak, Ze derivujes funkci, k niz je tato funkce inverzni, podle jeji nezavislé proménné
(zde ji znagime y), z vysledku udélej reciprokou hodnotu a za proménnou y nakonec dosad’ ' (x).

Véta (derivace sloZené funkce)
Necht’ funkce g a f maji prvni derivace g'(h) a f'(a), kde b= f(a). Pak existuje i

derivace slozené funkce (/o g)' (a) aplati

d(f-g)

d—(a) =g'(b).f"(a) =g'(f(a).f"(a).
X

Poznamka
Vétu o derivovani slozené funkce (v obecném bodé x) mizeme zapsat i ve tvaru

£ =[r'm),_,.,-€w
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a Cist: SloZenou funkci derivuj tak, Ze nejdrive derivujes vnejsi funkci podle jeji nezavislé proménné (zde ji zna-
¢ime y) a za proménnou y dosadis g(x), a pak vse vynasob derivaci vnitrni funkce podle jeji nezavislé pro-
meénné (x).
Poznamka
Derivace vsech zakladnich funkei je mozno ziskat at’ jiz pfimo pomoci definice, nebo pomoci vyse uvedenych

vét. Shrnuje je nasledujici tabulka.

Derivace elementdarnich funkci

J(x) J () J(x) J ()
¢ (= konst.) 0 cos X —sinx
x", neN nx"! sin x cos x

-n —n-1 1
x", neN —nx" tgx 3
cos” x
a o 1
x“, aeR ax” cotgx -—
sin” x
] 1
e’ e’ arcsin x >
1-x
_ 1
a’, a>0 a‘lna arccos x - >
1-x
Inx 1 arctg x 1 -
X 1+x
1 1
log, x arccotg x -
xlna 1+x*

1.3 Lokalni a globalni extrémy

V nasledujici kapitole si ukazeme, jak je mozno diferencidlniho poctu pouzit pii vySetfovani prib&hu zadané
funkce jedné realné proménné. V této kapitole vénujeme pozornost jednomu dil¢imu, v aplikacich vSak velmi
vyznamnému problému - nalezeni extrémi redlné funkce jedné realné proménné.

Lokalni extrémy

Definice
Necht je funkce f definovana na okoli bodu a. Rekneme, Ze tato funkce ma v bod¢ a

o lokdlni maximum & 3d0>0Vxe(a-0,a+9): f(x)L f(a),
o ostré lokalni maximum < 36>0Vxe(a-90,a)V(a,a+90): f(x)<f(a),
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o lokadlni minimum < 30>0Vxe(a-0,a+0): f(x)=f(a),
o ostré lokdlni minimum << 36>0Vxe(a-0,a)U(a,a+9d): f(x)> f(a).

Lokalni maximum a lokalni minimum nazyvame souhrnné lokdlnimi extrémy, ostré lokalni
maximum a ostré lokalni minimum ostrymi lokdlnimi extrémy.

Véta
Necht' ma funkce f v bodé a prvni derivaci. Ma-li f vbodé a lokalni extrém, je nutné tato
derivace nulova.

Véta
Necht’ ma funkce f vbodé¢ a prvni a druhou derivaci. Je-li prvni derivace nulova a druha
derivace nenulova, ma funkce f vbodé a ostry lokalni extrém. Je-li f"(a) <0, jedna se o

lokalni maximum, je-li f"(a) >0, jedna se o lokalni minimum.

Poznamka
Predchazejici dve véty nam poskytuji navod, jak lokalni extrémy realnych funkci jedné realné promeénné hledat.

Nejdiive nalezneme body mozného vyskytu lokdlnich extrémii Fesenim rovnice f'(x)=0. V kazdém z takto

nalezenych bodii urcéime dale znaménko druhé derivace. Je-li druha derivace kladna, nabyva studovana funkce
v tomto bodé svého lokalniho minima, v opacném pripadé se jedna o lokalni maximum.

Pokud je v8ak soucasné nulova prvni i druha derivace, nemizeme o chovani funkce pobliz takového bodu na
zakladé vySe uvedenych vét fici nic ur¢itého a musime uzit véty obecné;jsi:

Véta
Plati-i f'(a)= f"(a)=...= f"(a)=0 a f""(a)#0, kde n je liché, nabyva funkce f

vbodé a lokalniho extrému: pro f*"(a)>0 lokalniho minima a pro f"*"(a)<0 lokal-
niho maxima. Je-li naopak » sudé, nemd funkce f v bod¢ a Zadny lokalni extrém.

Globalni extrémy

Definice y
Necht je funkce f* definovana na néjaké podmnozing realnych ¢isel 4 < R. Rekneme, ze
funkce f nabyva vbodé ae 4

e maximana A S Vxed: f(x)L f(a),
o ostrého maximanaA < VxeAd\{a}: [f(x)<f(a),
e minimana A S Vxed: f(x)= f(a),

e ostrého minima na A & Vxe A\{a} : f(x)> f(a).

Maxima a minima funkce f na mnoziné¢ 4 obvykle oznacujeme souhrnnym nazvem globadl-
ni extrémy.

Poznamka

Extrémy zadané funkce vySetfujme zpravidla na né¢jakém intervalu redlné osy. Obecné vSak nemusi funkce ani
jeden z extrému na daném intervalu mit. Pro uzaviené intervaly je vSak existence globalnich extrémd, jak nazna-
Cuje nasledujici dilezita véta, zarucena.
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Véta
Spojita funkce nabyva na uzavieném intervalu svého maxima i minima.

Poznamka
Pokud hledame extrémy funkce f na uzavieném intervalu (a,b), je ziejmé, ze je musime hledat bud’

v krajnich bodech a, b, nebo uvnitf tohoto intervalu, tj. v bodech otevieného intervalu (a,b). V druhém pii-

padé se bude ovSem nutné jednat o extrémy lokalni. Ve vSech bodech (a,b), v nichz ma f prvni derivaci, je

nutnou podminkou pro existenci lokalniho extrému jeji nulovost. Kromé toho se mohou lokalni extrémy vysky-
tovat v bodech, v nichz funkce derivaci nema nebo je dokonce nespojita. Jaka je tedy strategie, kterou musime
zvolit pfi hledani extrému funkce f na uzavieném intervalu?

Predevsim nalezneme body, v nichz by funkce mohla extrému nabyvat. Mezi né patii

e  krajni body intervalu,
e body, v nichz md studovana funkce nulovou derivaci,
e body, v nichz funkce derivaci nemd nebo je dokonce nespojita.

Takovych bodii je zpravidla konecné mnoho, obvykle jen nekolik malo.

Dale sestavime tabulku funkcnich hodnot studované funkce v nalezenych bodech. Pomoci této tabulky jiz miizeme
ucinit konecné rozhodnuti. V bodech odpovidajicich nejvetsi funkcni hodnoté nabyva funkce svého maxima,
v bodech s nejmensi funkcni hodnotou pak svého minima. Podle poctu téchto bodu jiz snadno rozhodneme, zda
se jednd o extrémy ostre.

Uvedeny postup mizeme zobecnit i na vySetfovani extrému spojité funkce na konecném sjednoceni uzavienych
intervald.

Poznamka

Hledame-li extrémy funkce f na intervalu polouzavieném ¢i otevieném, dozna vyse nastinény postup nékte-
rych zmén. Predev§im musime z mnoziny bodi, v nichz mizeme vyskyt extrému ocekavat, vyloucit krajni body
intervalu, které¢ do né&j nepatii. Ostatni body zachovame. Podobné jako vyse nalezneme v téchto bodech odpovi-
dajici funkéni hodnoty a porovname je. Navic je ale musime porovnat i s odpovidajicimi jednostrannymi limita-
mi funkce v krajnich bodech, které do vysetifovaného intervalu nepatii (pokud ovsem tyto limity existuji). Bude-
1i nejvétsi z téchto limit vétsi nez nejveétsi funkeni hodnota nabyvana v ostatnich vysetfovanych bodech, funkce
svého maxima na studovaném intervalu nenabyva. Naopak bude-li nejvétsi z téchto limit mensi nez nejvetsi
funk¢ni hodnota nabyvand v ostatnich bodech, funkce svého maxima na studovaném intervalu v nékterém z
téchto bodli nabyva. Podobné zavéry miizeme formulovat i pro existenci ¢i neexistenci minima. Proved’te sami!

Mnohem obtiznéj$i je analyza v piipad¢€, ze v nékterém z krajnich bodi, které nepatii do vy-
Setfovaného intervalu, odpovidajici jednostranna limita viitbec neexistuje. Pak musime velmi
podrobné vysetfit chovani studované funkce pobliz takového bodu. Jak - na to odpovidéa na-
sledujici kapitola.

1.4 Prubéh funkce

Casto potiebujeme ziskat celkovou predstavu, jak zadana funkce zavisi na své nezavislé proménné - vysetfit jeji
prubéh. Kone¢nym cilem takového snazeni pak obvykle byva nacrt grafu zkoumané funkce.

Systematické zkoumani funkce zahrnuje nékolik krokt, které v konecném dusledku umoziuji cile dosahnout.
Jedna se zejména o nalezeni:

maximalniho definicniho oboru funkce,

priisecikii s osou x ay,

intervalii, na nichz je funkce spojita, jakoz i bodii nespojitosti,

limit (i jednostrannych) v krajnich bodech definicniho oboru a v bodech, v nichz neni funkce spojitd,
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intervalii monotonie, tj. intervalu, na nichz je funkce klesajici, rostouci ¢i konstantni,
lokalnich extrémii funkce,

intervalii, na nichz je funkce konkavni ¢i konvexni, a inflexnich bodii,

asymptot.

Splnéni nékterych bodi tohoto programu by nemélo Cinit zadné potize. Nezbytna vysvétleni, definice a véty byly
podany v predchazejicich kapitolach nebo jsou znamy ze stiedni Skoly. V této kapitole si vysvétlime obsah bodi
zbyvajicich.

Intervaly monotonie

Véta

Necht je funkce f spojitd na intervalu <a,b> a ma na intervalu (a,b) prvni derivaci. Pak
plati

e f'(x)>0 na (a,b) = je fna (a,b) rostouci,

e f(x)<0 na (a,b) = je fna (a,b) klesajici,

e fjena {(a,b) neklesajici < f'(x)>0 na (a,b),

e fjena (a,b) nerostouci < f(x)<0 na (a,b).

Poznamka

Nalezeni intervali monotonie tedy v praxi znamena fesit nerovnice f'(x)>0 a f'(x)<0.

Poznamka

Zname-li intervaly monotonie zadané funkce, umime urcit body, v nichz tato funkce nabyvé svych lokalnich
extrémd, popt. charakter téchto extrému, aniz pocitame jeji vyssi derivace - tedy tak, jak uvadime v predchazeji-
ci kapitole. Je-li funkce v zadaném bod¢ spojita, vlevo od néj rostouci a vpravo klesajici, nabyva v ném svého
ostrého lokalniho maxima. Je-1i naopak tato funkce vlevo od zadaného bodu klesajici a vpravo od néj rostouci,
nabyva v ném ostrého lokalniho minima. V pfipad¢ funkce vlevo neklesajici a vpravo nerostouci miizeme v
zadaném bodé zarucit pouze existenci (neostrého) lokalniho maxima a pro funkci vlevo nerostouci a vpravo
neklesajici existenci (neostrého) lokalniho minima. V ostatnich pfipadech funkce v daném bodé extrém nema.

Konvexnost a konkavnost funkce, inflexni bod

Definice
Necht je funkce f definovana na intervalu(a,b> . Rekneme, Ze funkce f je na tomto intervalu

o) =) SO = f(x)

konvexni < Vx,,x,,x, € <a,b>, X <X, <X;:

X=X X=X
ryze konvexni < Vx,,x,, x, e<a,b>, X, <X, <X Sx)= (%) < S () = () ,
X =4 X3 =X
konkdvni < Vx,,x,,x, €{a,b), x, <x, <x;: Sx)= (%) > S () = () ,
X =4 X3 =X

JO) = f(x) | SO = fx)

Xy =X X3 =X

ryze konkavni < Vx,x,,x; € <a,b>, X <X, <X;:
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Poznamka
Geometricky znamena konvexnost funkce f na intervalu (a,b), ze pro libovolnou volbu  x,x, e(a,b),

X, <X, leziGsecka s koncovymibody [x,,/(x)] a [x,,/(x;)] naintervalu (x,x;) nad grafem funkce f.

Konkévnost naopak znamena, ze tataz isec¢ka lezi pod grafem funkce f.

S mensimi naroky na pfesnost mizeme téz fici, ze konvexni funkce zatd¢i na zadaném intervalu proti sméru
hodinovych rucicek, konkavni pak ve sméru hodinovych rucicek.

Véta
Necht je funkce f* spojitd na intervalu <a,b> amana (a,b) druhou derivaci. Pak plati

f"(x)>0 na (a,b) = je fna (a,b) ryzekonvexni,
f"(x)<0 na (a,b) = je fna (a,b) ryzekonkavni,
fjena {(a,b) konvexni < f"(x)>=0 na (a,b),
f jena <a,b> konkavni < f"(x)<0 na (a,b).

Poznamka
Nalezeni intervali konvexnosti (konkavnosti) funkce f v praxi znamend nutnost feSit nerovnice f"(x)>0

(f"(x)<0).

Definice
Necht’ ma funkce f v bodé a vlastni derivaci. Rekneme, e funkce f ma v a inflexni bod,
pokud existuje A>0 takové, ze plati jedna z nasledujicich podminek

o [/()>f(a)+f(a)x—a) Vxe(a—Aa)|A[f(x)<f(a)+f'(a)(x—a) Vxe(a,a+A)],
. [f(x)<f(a)+f'(a)(x—a) Vxe(a—A,a)]/\[f(x)>f(a)+f'(a)(x—a) Vxe(a,a-i—A)].

Poznamka
V inflexnim bod¢ prochazi te¢na ke grafu studované funkce z jedné jeho strany na stranu druhou.

Je-li v hrani¢énim bod¢ mezi intervalem, na némz je funkce ryze konvexni, a intervalem, na némz je funkce ryze
konkavni, studovana funkce soucasné diferencovatelnd, je tento bod jejim inflexnim bodem. Inflexni body tedy
od sebe oddéluji konvexni a konkavni oblouky grafu diferencovatelné funkce.

Véta

Ma-li funkce v zadaném bod€ nulovou druhou derivaci a nenulovou derivaci tfeti, ma v ném
inflexni bod. Obecnéji - ma-li funkce v zadaném bod¢ nulové vSechny derivace od derivace
druh¢ az do derivace fddu n, kde n je sudé, a nenulovou derivaci fadu »n+1, ma v ném
inflexni bod.

Asymptoty

Definice
Funkce ma v bod¢ a vertikalni asymptotu, ma-li v ném alespoil jednu jednostrannou limitu
nevlastni.

Poznamka
Vertikalni asymptota v bod¢ je svisla pfimka x=a, kniz se graf funkce neomezené blizi, kdyz se nezavisla
proménna x blizi k a zleva nebo zprava.
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Definice
Asymptotou funkce v + o rozumime piimku y =kx+¢q, kterd spliuje

lim [f(x)—kx—q] =0.
Asymptotou funkce v — o rozumime ptimku y =kx+¢q, kterd spliuje

xligg[f(x)—kx—q] =0.

Poznamka
Asymptoty v nekonec¢nu se neomezené blizi ke grafu funkce, pokud nezavisla proménna roste nade vSechny
meze nebo klesd pod vSechny meze.

Véta
Ptimka y=/kx+gq je asymptotou funkce f v t oo, pravé kdyz jeji parametry spliuji

1.5 Prvni diferencial, Taylorlv rozvoj

V této kapitole si ukazeme, jak je mozno obecnou dostatecné diferencovatelnou funkci nahradit pfiblizné funkci
jednodussi - polynomem. Tento postup je velmi uzitecny v praktickych aplikacich a je zakladem velmi rozsifené
metody priblizného feseni obecnych, ¢asto velmi komplikovanych loh — tzv. poruchového poctu.

Definice
Symbolem o(x") oznacujeme libovolnou funkci, kterd splituje podminku lirr(} [o(x” )/ x"] =0.

r~r

Jedna se tedy o takovou funkci, kterd se blizi k nule, pokud se nezéavisla proménna x blizi
k nule rychleji nez x".

Prvni diferencial

Véta
Necht je funkce f(x) definovana na n¢jakém okoli bodu a a ma v ném prvni derivaci. Pak
je mozno na tomto okoli psat

f(x) :f(a)+f’(a)(x—a)+0(x—a) .
Poznamka

Podle této véty je mozno obecnou funkci f* nahradit na néjakém malém okoli bodu a, tj. pro ta x, kterd se od
a piilis nelisi, jednodussi funkci linearni'. Mizeme tedy pro takova x psat s piibliznou platnosti

J@) = fa)+f'(a)(x—a).

Chyby, kterych se pfi této piiblizné ndhrad¢é dopustime, budou az druhého fadu, tj. tmérné (x —a)2 . Konkrétni

odhady velikosti t&chto chyb je mozno najit v kazdé pokro¢ilé u¢ebnici matematické analyzy”.

! Snadno mtizeme nahlédnout, e tato nahrada odpovida v grafickém vyjadieni nahradé grafu funkce f na okoli
bodu a jeho tecnou v tomto bode¢.
? Viz napt. Jarnik [3].
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Definice
Vyraz df (x;a) = f '(a)(x - a) se nazyva prvnim diferencidlem funkce f v bod¢ a.

Poznamka

Véta o prvnim diferencidlu umoznuje nahradit nékteré komplikované vyrazy vyrazy sice pfibliznymi, le¢ znacné
jednodussimi, které se s uspéchem vyuzivaji jak pfi rychlych numerickych vypoctech, tak i v ramei poruchového
poctu pii zjednodusovani komplikovanych teoretickych schémat. Hovotime pak, vzhledem k fadu chyb, kterych
se témito upravami dopoustime, o piFibliZeni prvniho Fdadu nebo t¢z o linedrnim piibliZeni.

Uved'me si pro ilustraci nékteré z p¥ibliznych vyrazi pro poéitani s &isly blizkymi nule :

l 1 o
— ~lEx, Ttxmlsl, ~lFL, (1+x)" ~1+ax,
l£x 2 1+x 2
sinx ~ x, cosx~1, tgx~x,
e ~1l+x, In(1+x) ~ x

Taylorav rozvoj

Véta (Taylorova)
Necht je funkce f definovana na n¢jakém okoli bodu a a ma v tomto bod¢ derivace az do
fadu n, ne N, vcetné. Pak je moZno na tomto okoli psat

f(x)= Z SV (@(x-a) +o((x=a)).

Poznamka
Podle této véty je mozno na n¢jakém malém okoli bodu a, tj. prota x, kterd se od a pfili§ nelisi, nahradit
obecnou funkci f jednodussim polynomem. MiZeme tedy pro takova x psat s pfibliznou platnosti

f(X)NZ

S @ta)

Chyby, kterych se pfi této priblizné nahrad¢é dopustime, budou az ftadu n+1, tj. tmérné (x —a)“l . Hovofime

proto o piibliZeni n-tého Fadu. Konkrétni odhady velikosti téchto chyb je mozno najit v kazdé pokrocilejsi uceb-
nici matematické analyzy”.

Poznamka

Vsimnéte si, ze pro n=1 prechazi Taylorova véta ve vétu o prvnim diferencialu. Taylorova véta je tedy zobec-
nénim véty o prvnim diferencialu.

Definice
Pro vyraz T,(x; f,a)=) . (1/k!)f " (a)(x—a) pouzivime obvykle nazev Tayloritv poly-

nom stupné n funkce f vbodé a. Vyraz d* f(x;a) E%f”‘)(a)(x—a)k se n&kdy téZ nazy-

va diferencidlem k-tého rFadu funkce f v bod¢ a.

! Dal3i uZitetné vzorce miize Gtenaf najit v libovolné pfirucce vyssi matematiky, viz napt. Rektorys [5].
? Viz napt. jiz zminény Jarnik [3].
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Poznamka
Taylorovy rozvoje funkci vyznamnych pro aplikace jsou shrnuty ve vSech ucebnicich matematické analyzy a
souhrnnych piiruckach a monograﬁichl. Zde uved’'me jen nékteré z nich:

1 n 1 n
—= D) x* +o(x"), — =Y X +o(x"),
R el =2 el

>

(l+x)‘Z -3 (a)xk+0(x"), kde R a (ajza(a—l)...(a—k+l)

k k!

n l
e’ = zzxk +o(x"),
k=01 -

n

In(1+x) = Z%(—l)" x* +o(x"),

k=1

3 5 7 2n+1

Sinx=x——+x———+...+(—1)” +0(x2n+3)’
3157 (2n+1)!
2 x4 xé x2,,
cosx=1-—+——-——+..+(-1" +o(x"?).
21 4! 6! (2n)!

1.6 L’Hospitalovo pravidlo

V této kapitole si ukazeme, jak pocitat limity, které po bezprostfednim pouziti véty o limité podilu (viz kapitola
1.1) pfechazeji na neurcité vyrazy 0/0 a oo/co. Zminime se i o nékterych dalsich typech limit, u nichz rovnéz
neni pfima aplikace algebraickych pravidel mozna.

Véta
Necht' f(x) a g(x) jsou funkce diferencovatelné na n¢jakém okoli bodu a (¢ miize byt
vlastni i nevlastni), které navic spliuji

lim £(x)= limg(x)=0,

nebo
lim|g(x)|= +.

Existuje-li lim[ f'(x)/ g'(x)], pak existuje i lim[ f(x)/ g(x)] a plati

im? @)~ i/ X
x—a g(x) x—a g’(x)

Uvedené limity mohou byt 1 jednostranné.

' Viz napt. jiz zminéna ucebnice Jarnikova [3] nebo piirucka Rektorysova [5].
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Poznamka

Ptedchézejici véta dava navod, jak si poradit s neurCitymi limitami typu 0/0 a v pfipadé druhé podminky ze-
jména s neur¢itymi limitami typu oo/ . Pfi jejim pouziti vS§ak musime byt obezietni. Vzdy totiz musi byt spl-
nény uvedené predpoklady. Pfedev$im ob¢ funkce musi mit v zadaném bod¢ bud’ souc¢asné nulovou limitu, nebo
limita absolutni hodnoty funkce ve jmenovateli musi byt nekone¢na. Jinak vétu pouzit nelze!

Vétu je mozno struéné formulovat tak, ze pfi splnéni vySe uvedenych podminek je limita podilu rovna limité
podilu derivaci. Viimnéte si, Ze ve vzorci se skutecné vyskytuje podil derivaci, nikoliv derivace podilu!

Poznamka

Casto se stava, Ze po aplikaci L’Hospitalova pravidla dosp&jeme opét k neuréité limité typu 0/0 a o/, P
jejim vypoctu mizeme uvedeného pravidla pouzit znovu a tento postup opakovat tak dlouho, dokud neziskdme
hledany vysledek.

Poznamka
L’Hospitalovo pravidlo mtizeme pouzit i pfi vypoctu jednostrannych limit typu 0/0 a oo/

Pozniamka

Kromé uvedenych typt neurcitych vyrazi existuje celd fada dalSich limit, k jejichz vypoctu nelze vétu o algebie
limit (viz kapitola 1.1) rovnéz bezprostfedné pouzit. V nasledujicich ptfikladech si n€¢které takové limity uvedeme
a ukazeme si, jak je mozno tyto limity pocitat pomoci L’Hospitalova pravidla.

Priklad 1 Limity typu 0.

S () .

Necht lim f(x) =0 a limg(x)=+o. Pak Gprava lim [ f (x).g(x)] = lim popr.

—al/g(x)’

lim[ f (x).g(x)] = liml/g;—f)), prevadi neurcitou limitu lim[ f (x).g(x)] = (0.c0 na neurcitou
xX—a xX—>a x xX—>a

limity typu 0/0, popt. /. K vypoétu obou novych limit jiz ale miZeme pouzit
L’Hospitalovo pravidla.

Piiklad 2 Limity typu 17
Necht lim f(x) =1 a limg(x) = £o. Pak uprava' lim f(x)*™ =

xX—>a xX—>a

lim[g(x).In / (x)] .
e prevadi

neurcitou limitu 1° na neurcitou limitu 0.c0, kterou pocitame podle piikladu 1.

Priklad 3 Limity typu 0°

lim[g(x).In / (x)]

Necht lim f(x) = limg(x) = 0. Pak tprava’ lim f(x)*® =e pievadi neurditou

limitu 0° na neuritou limitu 0.c0, kterou pocitame podle piikladu 1.

Priklad4  Limity typu °

lim[g(x).lnf(x)] .
eX*)ﬂ

Necht lim f(x) = +o a limg(x) =0. Pak Gprava’ lim f(x)*™ = pievadi

neuréitou limitu o’ na neurditou limitu 0.c0, kterou poéitame podle piikladu 1.

! Zde vyuzivame spojitosti funkce e".
? Zde vyuzivame spojitosti funkce e a faktu, ze lim Inx =—o.

x>0

? Zde vyuzivame spojitosti funkce e a faktu, ze lim Inx =+ .

X—>+00
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Priklad 5 Limity typu + o0 —o0
Limita typu +o—o0 se dd obvykle zapsat ve tvaru

. { 1 1 }
lim - ,
—a| f(x)  g(x)

kde lim f(x) = limg(x) =0 tak, ze li_r)n[l/f(x)] = li_r)n[l/g(x)] = +o0. Pak ovSem
uprava
I 1 g@—f®
f(x) gx)  f(x).g(x)

pfevadi vypocet neurcité limity typu +o—co na vypocet neurcité limity 0/0, na kterou mi-
zeme aplikovat L.’Hospitalovo pravidlo ptimo.

1.7 Vektorové funkce

Definice_
Pod realnou vektorovou funkci jedné readlné proménné (strucné - vektorova funkce) rozumime

zobrazeni f:R — R".! kde n je n&jaké piirozené &slo, n>1.
b 9

Poznamka
Vektorova funkce f je zadana uspofddanou n-tici redlnych funkci [ Jis Sfrsees fn] . Témto funkcim budeme fikat

ve shod¢ s obvyklou terminologii slozky vektorové funkce f.

V ptirodovédnych a technickych aplikacich volime obvykle n=2 nebo n=3. V téchto pfipadech je grafem
zadané vektorové funkce kiivka v roving ¢i v prostoru. Typickym piedstavitelem vektorové funkce mize byt
napft. trajektorie hmotného bodu v roviné ¢i prostoru.

Definice
Necht je vektorova funkce f definovana na okoli bodu & eR. Rekneme, Ze je spojitd

v tomto bodg, pravé kdyz *

Ve>035>0:VEeD, plati |£-&|<8=|f(&)-1(&)|<e.
Véta
Vektorova funkce f je spojitd v bod€é &, prave kdyz jsou v tomto bodé€ spojité vSechny jeji
slozky.

Definice
Rekneme, Ze vektorova funkce f ma vbodé & eR, na jehoZ redukovaném okoli je defi-

novéana’, vlastni limitu A, pravé kdyz

Ve>035>0:VEeD, plati 0<|E-&|<o=|f(&)-Al<e.

! Vektorové veli¢iny zna¢ime v tomto textu tuénym tiskem.

* Symbolem ||a|| oznacujeme eukleidovskou normu vektoru a, ||a|| = ,/Z" ak2 . Viz téz Apendix 4.

k=1
3V samotném bod¢ &, tedy byt definovana nemusi.
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Poznamka
Obdobnym zpiisobem muzeme definovat i limity jednostranné a vlastni limity v nevlastnich bodech. Nevlastni
limity nejsou ale pro vektorové funkce definovany.

Véta
Vektorova funkce f=[f, f,,.... /,] mavbods & limitu A=[4,4,,..,4,], pravé kdyz

ma v tomto bod¢ limitu kazda jeji slozka. Navic plati

(}in{r:l fi(&)=4, Vk=1,..,n.
Definice
Necht’ je vektorova funkce f definovana na okoli bodu &, € R. Pod prvni derivaci funkce f
vbodé¢ & rozumime

r'(¢,) = lim —f(’:;:g(":O) :

Poznamka

. df
Pro derivaci vektorové funkce f vbodé & budeme téZ pouZzivat oznaceni d_f(fo) .

Véta
Vektorova funkce f ma vbodé &, prvni derivaci, pravé kdyZ maji v tomto bod¢ prvni deri-
vaci vSechny jeji slozky. Navic plati

(&) = (£ Gt ).

Poznamka
Vektorové funkce mizeme tedy derivovat po slozkach. V konkrétnich vypoctech mizeme proto vyuzit vSech
poznatkl, které jsme ziskali pro realné funkce jedné realné proménné.

Véta (algebra derivaci pro vektorové funkce)
Necht’ f a g jsou vektorové funkce definované na néjakém okoli bodu ¢&,. Maji-li smysl

pravé strany, plati nasledujici rovnosti '

(f+g) (&)=F(&)*g(&),
(f.g) (£)=1(5)8E)+(E)L (&)

Jsou-linavic f a g trojrozmérné vektorové funkce, f:R — R’, miizeme dale psat 2

(Fxg) (&) =1(E)xg(E) +1(E)xg'(&).

Poznamka
Obdobneé jako v ptipadé realnych funkci miizeme i pro funkce vektorové zavést pojem vysSich derivaci. Ty opét
muzeme pocitat po slozkach.

' Te¢kou oznadujeme skalarni soudin, f.g = f,g, + f,@, +...+ £.g, -

? Symbolem x oznacujeme vektorovy soucin, fxg=[f,g; — £18,. /8 — /185 /18, — /28]
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1.8 Komplexni funkce

Definice
Pod komplexni funkci jedné redlné proménné rozumime zobrazeni f:R — C.

Poznamka
Komplexni funkce f je jednoznatné definovana svou redlnou a imagindrni ¢asti, f = f; +if,. Na komplexni

funkci je mozno té pohlizet jako na vektorovou funkci f: R — R*, f = [ fis fz] .

Poznamka

Spojitost, limitu' (ve vlastnim i nevlastnim bodg, oboustrannou i jednostrannou) i derivaci komplexni funkce
jedné realné proménné definujeme bezezbytku stejnd jako v piipadé funkei realnych’. Pouze tam, kde se vyskyt-
nou komplexni ¢isla a komplexni funkéni hodnoty, musime pouzit naznacenych operaci (s¢itani, odecitani, na-
sobeni, déleni ¢i absolutni hodnoty) tak, jak jsou definovany na mnoziné vsech komplexnich ¢isel.

Véta
Komplexni funkce f je spojitd v bodé¢ a, pravé kdyz je v tomto bodé¢ spojita jeji redlnd i
imaginarni cCast.

Véta
Komplexni funkce f = f +if, mavbodé a limitu A= 4 +id,, pravé kdyz plati

limf(x)=4 A limf,(x)=4,.

xX—>a x—>a
Véta
Komplexni funkce f = f +if, ma vbodé¢ a prvni derivaci, pravé kdyz mé v tomto bodé
prvni derivaci jeji redlnd i imaginarni ¢ast. Navic plati

['@) =1, (@)+if; (a).
Poznamka

Derivace komplexni funkce jedné realné proménné je tedy jednoznacné dana derivacemi jeji realné a imaginarni
¢asti. V konkrétnich vypoctech miizeme proto bezezbytku vyuzit vSech poznatki, které jsme ziskali pro realné
funkce jedné realné proménné.

Poznamka
Obdobné jako v pripadé realnych funkci mizeme i pro funkce komplexni zavést pojem vysSich derivaci. Jisté
nepiekvapi, Ze plati

") =£" (a)+if," (a) .

! Jen vlastni! Nevlastni limity nejsou pro komplexni funkce definovéany.
? Pokuste se sestavit viechny nezbytné definice sami.
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