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Kapitola 6

Aplikace stacionarni Schrédingerovy teorie
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V této kapitole si ukdZzeme na konkrétnich jednoduchyiikl@dech, jak stacionarni Schrodingerova
rovnice "funguje” v praxi. Nebudeme se zde zabyvat problémy nestacionarnimi, ¢agesym vyvojem studo-
vanych modelovych systéim Jednoduché aplikace nestacionarni Schrddingerovy rovnice si ponechdme do
kapitoly nasleduijici.

Nejdiive prostudujeme ryze akademické systémy zahrnujici pravouhlé potencidly, které jsowtdbstate
jednoduché, takzéeSeni Schrodingerovy rovnice bude mozno nalézt pouze s pomoci zakladni matematické
vybavy. Na druhé stranbudou tyto piklady odraZzet vSechny charakteristické rysy kvantovych systéako
ilustrace pouzivanych matematickych metod i vystelikantow-mechanickéhoifistupu jsou tedy velmi vhod-
né.

BohuZelteSeni obeafjSich systém vyZaduje v ramci kvantové mechaniky zpravidla netrivialni mate-
matické progtedky. Je to #ejm¢ nezbytna da za realisttejSi popis €chto systém. Technické problémy se
vyskytnou jiz @i studiu linearniho harmonického oscilatoru, o atomu vodiku ani nenlde vSak rozumné
prostudovat i tyto technicky netrividlnitixlady. Jednak proto, Ze jsme pro oscilator i atom vodiku ziskali jisté
vysledky v rdmci "staré" kvantové mechaniky (Bohr, Sommerfeld) a chceme provést srovnéni. A za druhé je
jisté uzit&éné si uedomit a odzkouSet ,na vlastniaki“, Ze ziskani informaci o alespidrochu realistitéjSich
systémech je vZzdy doprovazeno odpovidajici "manu&inid".

ProtoZe¢ast témat zgazenych do této kapitoly ma povahu sléjtch pikladi a naprosta &sina z
nich je velmi zdéile popséna v citované literatel (jakoZ i v dalSich &ebnicich kvantové teorie), omezime se v
nésledujicim zpravidla jen na velmi stné komentée.

6.1 Castice v jednoroznérné potencialové jamé nekonené hloubky

[1] str. 179-186
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6.2 Castice v jednoroznérné potencialové jame koneéné hloubky

[1] str. 187-189
[2] str. 99-104

6.3 Castice Vv trojrozmérné potencialové jane nekonané hloubky

[1] str. 199-202

6.4 Linearni harmonicky oscilator

[1] str. 189-199
[2] str. 81 -98

6.5 lzotropni harmonicky oscilator

[2] str. 181-184

Poté, co jste si p@dre promysleli zgisob feSeni stacionarni Schrodingerovy rovnice
pro linearni (jednorozemny) harmonicky oscilator, negfo by nam¢init Zadné obtize rozSi
ziskané vysledky na trojrozimy piipad. Nejdive ale kolik vodnich poznamek, které by
mely objasnit pojem trojrozirného a izotropniho harmonického oscilatoru.

Uvazujme hmotny bod, ktery se nachazi v potencialovém pal).\lecht’ toto pole
nabyva v pgatku zvolené sa@dnicové soustavy lokalniho minimaieBrEji - necht’ plati

grad VQ) =0
2

! :axiax].

(0) je pozitivre definitni matice (i, j = 1,2,3). (6-1)

Zde jsme slozky polohového vektorwzn&ili X 1, X, a . Omezime-li se pouze na malé kmity
kolem minima potencialu V, fiZeme pouzit harmonickou aproximaci a pro Hamiltonovu
funkci systému pséat

p° .1
H(rp) = —+5 2 KX X, (6-2)
1)

kde m je hmotnost uvazovaného hmotného bodu. Vhodnym peotm zvolenych sdadni-
covych os mizeme diagonalizovat symetrickou matigj.kOznaime-li jeji kladna viastnéisle?

1V néasledujicim polozime fyzikatmezajimavou konstantu ) = 0.
% Matice je pozitivig definitni.
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moy®, My’ a muy’, mizeme v novych saadnicich (které ale pro jednoduchost nebudeme
v dalSim textu odliSovat odth, které se vyskytuji vyse) psat

_p° .1 2,2
H(rp) =5 +5m2 007 X% (6-3)

Hamiltonova funkce (6-3) pak popisuje dynamiku kinitojrozmérného harmonického osci-
latoru. Pokud bude navic platit

W =0=0=0,

hovaime oizotropnim harmonickém oscilatoru®. V tomto specialnim ppad pak Hamilto-
nova funkce nabyva tvaru

2

1
H(r,p):g—m+5mw2r2. (6-4)

PrestozZe i nadale form&mpouzivame v zapisu (6-4) polohovy vektgrje jasné, Ze funkce H
zavisi ve skuténosti jen na jeho velikosti.

Sestavit stacionarni Schrodingerovu rovnici pro obecny trojgoayrharmonicky osci-
lator by nam v tuto chvili ne#to ¢init nejmensi potize. Dokonce afeéSeni, pokud vyuZijeme
vysledki, které jsou popsany vV literatel citované v pedchazejicim paragrafu. Pro jednodu-
chost se vSak v dalSim omezime na oscilator izotropni. Zébéan jistt snadno provedete
sami jako jednoduché aeni.

Pro izotropni harmonicky oscilatoribeme tedy psat

!
[—Z;A+Emw%ﬂwa)=E¢aL (6-5)

kde vinova funkca) je funkci & realnych prorannych. Jist negrekvapi, Ze se rovnici (6-5)
pokusimeesit separaci proénnych. Budeme tedy psét

P(r) = Pa(Xa) Pa(x2) Ws(Xs). (6-6)

Jiz z analyzy stacionarni Schrédingerovy rovnice géstici uzavenou v trojrozrdrné krabici
nekonené tuhosti vite, Ze po dosazeni rozkladu (6-6) se rovnice (6-5) rozpadhiesaenb-
stané rovnice

n? d* 1
(—%dxf +§moo2 xiZJ g, (x)=E W (x), =123, (6-7)

kde E jsou konstanty splijici

E,+E,+E;=E. (6-8)

% Jeho vlastnosti jsou v jistém slova smyslu ve viechireoh stejné.
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Ovsem rovnice typu (6-7) jitesit umité. Vite, Ze jednotlivé funkce; ziskate ve tvaru sais

nu Hermiteovych polynofha exponencialniho faktorui€sny tvar je uveden v literate cito-
vané v ffedchazejicimu paragrafu. Nas vSalegevsim zajima kvantovani energie E. To zis-
kame z formule (6-8) a ze vztah

1
E, :[ni +§j hw,n=0,1, ...,

které znate row¥ z predchazejiciho paragrafu. Préigustné energie izotropniho harmonicke-
ho oscilatoru takto ziskame

3
E:[nl+ n, + n3+§jhoo,nzo,l, (6-9)

VSimnéte si, Ze narozdil od linearniho harmonického oscilatoru jsou energetické hladiny izo-
tropniho harmonického oscilatoru obéaegenerovany - to jest jedné hodéenergie odpo-
vida vice kvantovych stév(vinovych funkci resp. voleb hodnot kvantovyeisel). Tak nap-
klad zakladni energeticka hladina E® =3/ 2hw odpovida jediné volbkvantovychéisel n
= m = mi = 0. Neni tedy degenerovana. Ale jiz prvni excitovand hladina
E® =5/ 2hw odpovida tem iznym volbam hodnot kvantovydtisel

an=1,n=n=0

an=1,n=n=0

an=1n=n=0.
Je tedy trojndsolindegenerovana. Analogickou diskusi siiete provést sami i pro vySSi ex-
citované energetické hladiny.

6.6 Schrodingerova teorie atomu vodiku

[1] str.204-220, 225-232

* Uvédomme si opt, Ze rozklad (6-6) nemusi obetmni v nekongnych linearnich kombinacich poskytnout
vSechnaeSeni rovnice (6-5). Ve skufeosti tomu tak nassti je. Dok&zat toto tvrzeni by vSak dalo troSku préa-
ce.
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Priklady

1) Zformulujte stacionarni Schrédingerovu rovnici pro obecny troji&mgnharmonicky osci-
lator a metodou separace prémimych nalezéte jeji feSeni a kvantové energetické hladiny.
Diskutujte degeneracéthto hladin.

2) Urcete rozloZeni hustoty pragpodobnosti vyskytu elektronu v atomu vodiku v zakladnim
stavu. V tomto stavu dale vypitejte stedni vzdalenost elektronu od jadra #esini kvad-
ratickou fluktuaci této vzdalenosti.

3) Jak jsou degenerovany energetické hladiny atomu vodiku?

Propatéte si priklady z [1] str. 202-203.



