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[image: image1551.png]


Předmět je určen studentům prvních ročníků vysokoškolských oborů přírodovědeckého nebo technického zaměření. Předpokladem jeho studia jsou solidní znalosti středoškolské matematiky.

Budete schopni:
· řešit základní typové příklady z oblasti vektorové algebry, např. určování velikosti vektorů, úhlů mezi vektory, výpočet skalárního, vektorového, dvojného a smíšeného součinu vektorů atd.;

· řešit základní typové příklady z oblasti maticové algebry, např. násobit matice navzájem, transponovat a invertovat matice, počítat determinanty matic, řešit soustavy lineárních rovnic maticovým počtem, hledat vlastní čísla matic atd.

· řešit základní typové příklady z oblasti analytické geometrie, např. popsat přímku a kružnici v rovině a prostoru, rovinu a kulovou plochu v prostoru, elipsu, hyperbolu a parabolu v normální poloze v rovině a analyzovat vzájemnou polohu uvedených útvarů včetně hledání průniků, vzdáleností a úhlových odchylek.
Získáte:

· základní přehled v oblasti lineární algebry, konkrétně vektorové algebry a maticové algebry;

· základní přehled v oblasti analytické geometrie přímky, roviny, kružnice, koule a kuželoseček v normální poloze.
Po prostudování textu budete znát:

· základy vektorové algebry včetně axiomatické definice vektorového prostoru, skalárního součinu, definice ortonormální a ortogonální báze, normy vektoru, průmětu a projekce vektorů, vektorového součinu atd.;

· základy maticové algebry, tzn. nejpoužívanější pojmy a výsledky z teorie matic a determinantů, např. definici matice a determinantu, operace s maticemi včetně maticového násobení, transpozice a inverze, řešení soustav lineárních rovnic maticovým počtem, řešení problému vlastních čísel a vektorů matic atd.;

· základy analytické geometrie v rovině a prostoru, např. popis přímky, roviny, kružnice a koule, jejich vzájemná poloha atd.;

· základy analytické geometrie kuželoseček v rovině, tj. elipsy, hyperboly a paraboly, jejich rovnice v normální poloze aj.
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1.1. Vektorový prostor a jeho báze
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Budete schopni:
· zjistit, zda daná matematická struktura tvoří vektorový prostor;

· v jednoduchých případech určit, zda nějaká množina vektorů je bází daného vektorového prostoru či nikoliv.
Klíčová slova této kapitoly: 

vektorový (lineární) prostor, axiomatická definice vektoru, součet a rozdíl vektorů, násobení vektoru skalárem, lineární kombinace vektorů, lineárně nezávislá množina vektorů, báze vektorového prostoru, souřadnice a složka vektoru.
V této kapitole se dozvíte:

· jak je axiomaticky definován vektor a vektorový prostor včetně definice sčítání vektorů a násobení vektorů skalárem;

· jaké jsou v praxi nejpoužívanější případy vektorových prostorů;

· jak je definován rozdíl vektorů;

· co je to lineární kombinace vektorů a lineární nezávislost vektorů;

· jak je definován velmi důležitý pojem báze vektorového prostoru a s ním související pojmy souřadnice a složka vektoru.

Čas potřebný k prostudování učiva kapitoly:
0,5 + 0,5 hodiny (teorie + řešení úloh)

Vektorový prostor.

Průvodce studiem.
Ze střední školy je znám pojem vektoru ve dvou základních významech: jednak tzv. geometrický vektor neboli orientovaná úsečka (úsečka s vyznačeným začátkem a koncem), jednak jako fyzikální veličina, která má určitý směr, orientaci a velikost. Oba významy mají společné znaky, zejména možnost sčítat (skládat) vektory a násobit je číslem, dále určovat velikost vektoru a úhly mezi dvěma vektory, rozkládat je na složky, určovat jejich souřadnice atd. Axiomatická definice vektoru abstrahuje od konkrétní představy a definuje vektor jako prvek vektorového (také lineárního) prostoru.
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Definice.
Vektorovým (také lineárním) prostorem nad množinou reálných čísel (skalárů) 
[image: image1851.png]


 je neprázdná množina 
[image: image2.wmf]V

, ve které jsou definovány dvě operace:

a) Sčítání vektorů, které každé dvojici vektorů 
[image: image3.wmf]a

, 
[image: image4.wmf]b

 z 
[image: image5.wmf]V

 přiřazuje vektor 
[image: image6.wmf]+

ab

 z 
[image: image7.wmf]V

.

b) Násobení vektoru skalárem, které každému skaláru k z 
[image: image8.wmf]R

 a vektoru 
[image: image9.wmf]a

 z 
[image: image10.wmf]V

 přiřazuje vektor 
[image: image11.wmf]k

a

 z 
[image: image12.wmf]V

.

Tyto operace musí splňovat následující podmínky:

a) 
[image: image13.wmf]+=+

abba

 (komutativnost sčítání vektorů).
b) 
[image: image14.wmf](

)

(

)

++=++

abcabc

 (asociativnost sčítání vektorů).

c) Existuje jediný vektor 
[image: image15.wmf]0

 takový, že 
[image: image16.wmf]+=

0aa

 pro každé 
[image: image17.wmf]a

 z 
[image: image18.wmf]V

 (nulový vektor).
d) Pro každý vektor 
[image: image19.wmf]a

 z 
[image: image20.wmf]V

 existuje jediný vektor 
[image: image21.wmf]-

a

 takový, že 
[image: image22.wmf](

)

+-=

aa0

 (opačný vektor).
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Pro každé k, m z 
[image: image23.wmf]R

 a každý vektor 
[image: image24.wmf]a

 z 
[image: image25.wmf]V

 platí 
[image: image26.wmf](

)

(

)

kmkm

=

aa

(asociativnost násobení skalárem).

f) Pro každé k, m z 
[image: image27.wmf]R

 a každý vektor 
[image: image28.wmf]a

 z 
[image: image29.wmf]V

 platí 
[image: image30.wmf](

)

kmkm

+=+

aaa

 (distributivní zákon).

g) Pro každé k z 
[image: image31.wmf]R

 a každé 
[image: image32.wmf]a

, 
[image: image33.wmf]b

 z 
[image: image34.wmf]V

 platí 
[image: image35.wmf](

)

kkk

+=+

abab

 (distributivní zákon).
h) Pro každý vektor 
[image: image36.wmf]a

 z 
[image: image37.wmf]V

 platí 
[image: image38.wmf]1

=

aa

 (jednotkový prvek pro násobení skalárem).

Poznámka.
a) Množinou skalárů může být také množina komplexních čísel 
[image: image39.wmf]C

, obecně jakékoliv tzv. číselné těleso, což je jistá algebraická struktura, která je zobecněním pojmu množiny reálných čísel. Pro větší konkrétnost se bude dále hovořit o reálných číslech, ale pro většinu následujících tvrzení není tento předpoklad nutný.

b) V geometrii a fyzice je často zvykem dvou a třídimenzionální vektory značit šipkou nad jménem, např. 
[image: image40.wmf]a

r

, 
[image: image41.wmf]x

r

 atd.

c) Nulový vektor se v praxi značí obyčejnou nulou (číslem).
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Úkol.

Zkuste zpaměti reprodukovat osm axiomů vektorového prostoru a opakujte své snažení tak dlouho, dokud se Vám to nepodaří.

[image: image1557.png]


Příklad.
Velmi důležitým příkladem vektorového prostoru je n-násobný kartézský součin 
[image: image42.wmf]n

R

, tzn. množina všech uspořádaných 
[image: image43.wmf]n

–tic reálných čísel, ve které jsou operace sčítání a násobení skalárem definovány takto:


[image: image44.wmf]12121122

(, , ..., )(, , ..., )(, , ... , )

nnnn

xxxyyyxyxyxy

+=+++

,


[image: image45.wmf]1212

(, , ..., )(, , ... , )

nn

kxxxkxkxkx

×=

.

Vektorovým prostorem je také např. množina všech spojitých funkcí na určitém intervalu, množina všech matic stejného typu (viz dále) atd.
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Rozdíl vektorů.

Věta.
Ke každým dvěma vektorům 
[image: image46.wmf]a

, 
[image: image47.wmf]b

 z 
[image: image48.wmf]V

 existuje právě jeden vektor 
[image: image49.wmf]x

 takový, že platí:


[image: image50.wmf]+=

bxa

.
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Tento vektor se nazývá rozdílem vektorů 
[image: image51.wmf]a

, 
[image: image52.wmf]b

 a značí se 
[image: image53.wmf]=-

xab

.

Věta.
Pro libovolné vektory platí: 
[image: image54.wmf](

)

-=+-

abab

 (odečíst vektor je totéž jako přičíst vektor opačný).

Lineární kombinace vektorů.

[image: image1560.png]


Definice.

Jestliže pro nějaký vektor 
[image: image55.wmf]x

 platí rovnost


[image: image56.wmf]1122

...

nn

xxx

=+++

xbbb

,

pak vektor 
[image: image57.wmf]x

 nazýváme lineární kombinací vektorů 
[image: image58.wmf]12

,,...,

n

bbb

s koeficienty 
[image: image59.wmf]12

,,...,

n

xxx

. Číslo 
[image: image60.wmf]n

 je libovolné přirozené číslo.

Lineární nezávislost vektorů.

[image: image1561.png]


Definice.
Množina vektorů 
[image: image61.wmf]U

 daného vektorového prostoru 
[image: image62.wmf]V

 se nazývá lineárně nezávislou, jestliže žádný její prvek 
[image: image63.wmf]x

 není lineární kombinací jiných prvků z 
[image: image64.wmf]U

. V opačném případě je množina 
[image: image65.wmf]U

 lineárně závislá.
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Příklad.
V prostoru 
[image: image66.wmf]2

R

 je množina vektorů 
[image: image67.wmf]{

}

(1; 0), (0; 2)

 lineárně nezávislá, ale množina 
[image: image68.wmf]{

}

(-1; 3), (2; -6)

 nikoliv, protože druhý vektor je 
[image: image69.wmf](

)

2

-

-násobkem prvého.

Poznámka.

V praxi zjišťujeme, zda je nějaká množina vektorů lineárně nezávislá, nejčastěji pomocí maticového počtu (přesněji přes tzv. hodnost matice, jejíž řádky nebo sloupce tvoří jednotlivé vektory) – viz příslušné kapitoly dále v učebním textu.

Báze vektorového prostoru.

[image: image1563.png]


Definice.

Bází vektorového prostoru nazýváme takovou jeho podmnožinu 
[image: image70.wmf]{

}

12

,,...,

n

B

=

bbb

, pro kterou platí:

a) 
[image: image71.wmf]B

 je lineárně nezávislá množina;

b) každý vektor 
[image: image72.wmf]x

 z 
[image: image73.wmf]V

 lze vyjádřit jako lineární kombinaci vektorů z 
[image: image74.wmf]B

, tzn. ve tvaru 
[image: image75.wmf]1122

...

nn

xxx

=+++

xbbb

.

Poznámka.

a) [image: image1564.png]Nal
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Počet prvků báze 
[image: image76.wmf]B

 daného vektorového prostoru 
[image: image77.wmf]V

 nezávisí na konkrétní volbě báze a nazývá se dimenzí vektorového prostoru. Značí se často dim(
[image: image78.wmf]V

).

b)  Čísla 
[image: image79.wmf]12

,,...,

n

xxx

 nazýváme souřadnicemi vektoru 
[image: image80.wmf]x

 v bázi 
[image: image81.wmf]B

, vektory 
[image: image82.wmf]1122

, , ..., 

nn

xxx

bbb

 složkami vektoru 
[image: image83.wmf]x

 v bázi 
[image: image84.wmf]B

. Souřadnice vektoru 
[image: image85.wmf]12

,,...,

n

xxx

 jsou určeny jednoznačně. Libovolný vektorový prostor 
[image: image86.wmf]V

 dimenze n je tedy možno vzájemně jednoznačně zobrazit na množinu všech uspořádaných n-tic reálných čísel 
[image: image87.wmf]n

R

. Odtud také plyne ne zcela přesná formulace, že „vektor je 
[image: image88.wmf]n

-tice čísel“.
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Příklad.
V prostoru 
[image: image89.wmf]3

R

 jsou bází např. množiny vektorů 
[image: image90.wmf]1

  {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}

B

=

, 
[image: image91.wmf]2

  {(12, 0, 0), (0, -4.1, 0), (0, 0, 8.4)

}

B

=

, 
[image: image92.wmf]3

  {(1, 1, 0), (0, 1, -1), (1, 1, 1)} 

B

=

atd.
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Úkol.

Zkuste pouvažovat nad tím, proč v předchozím příkladu jsou všechny báze tvořeny právě třemi vektory. Proč nemohou být tyto vektory třeba dva nebo čtyři?

Shrnutí kapitoly:

Vyšší matematika abstrahuje od konkrétní představy a definuje vektor jako prvek určitého vektorového prostoru. Vektorový prostor je definován axiomaticky jako množina libovolných matematických objektů, mezi kterými jsou definovány dvě základní operace: sčítání a násobení číslem (skalárem). Tyto operace musí splňovat osm daných axiomů.

Pro praxi velmi významným vektorovým prostorem je prostor všech 
[image: image93.wmf]n

-tic reálných (nebo i komplexních) čísel, nebo-li kartézský součin 
[image: image94.wmf]n

R

.

Stěžejními pojmy pro práci s vektory jsou pojmy lineární kombinace vektorů, lineární nezávislost množiny vektorů a báze vektorového prostoru.

Vektor 
[image: image95.wmf]x

 je lineární kombinací vektorů 
[image: image96.wmf]12

,,...,

n

bbb

 s koeficienty 
[image: image97.wmf]12

,,...,

n

xxx

, platí-li 
[image: image98.wmf]1122

...

nn

xxx

=+++

xbbb

.

Množina vektorů se nazývá lineárně nezávislou, jestliže žádný její prvek není lineární kombinací jiných jejích prvků.

Bází vektorového prostoru nazýváme takovou jeho podmnožinu, pro kterou platí, že je lineárně nezávislá a že každý vektor vektorového prostoru lze vyjádřit jako lineární kombinaci vektorů této množiny.

Počet prvků báze daného vektorového prostoru 
[image: image99.wmf]V

 se nazývá dimenzí vektorového prostoru a značí dim(
[image: image100.wmf]V

). 

Každý vektor vektorového prostoru můžeme jednoznačně popsat jeho souřadnicemi, příp. složkami v dané bázi.
[image: image1567.png]
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Otázky:

· Definujte axiomaticky vektorový prostor. Vyjádřete slovně základní myšlenku definice.
· Jaký je pro praxi nejdůležitější případ vektorového prostoru? Znáte další příklady vektorových prostorů?

· Jak je definován rozdíl vektorů?
· Definujte přesně lineární kombinaci vektorů. Vyjádřete slovně hlavní myšlenku definice.
· Co rozumíme lineární nezávislostí množiny vektorů? K čemu je tento pojem užitečný?
· Definujte přesně bázi vektorového prostoru. Jaké jsou hlavní výhody zavedení tohoto pojmu? 

· Jak je definována souřadnice vektoru a složka vektoru? Souvisejí tyto pojmy s pojmem báze? Jaký je základní rozdíl mezi těmito veličinami?
Úloha č. 1:

K dané množině zaveďte operace sčítání, násobení skalárem, nulový prvek a opačný prvek tak, aby vznikl vektorový prostor. 

a) triviální prostor, tvořený jediným vektorem 
[image: image101.wmf]0

;

b) množina všech uspořádaných 
[image: image102.wmf]n

-tic reálných čísel;

c) množina všech zobrazení libovolné množiny 
[image: image103.wmf]M

 do 
[image: image104.wmf]R

;

d) množina všech reálných polynomů.

Návod.

Zaveďte uvedené operace nejpřirozenějším způsobem a ověřte, zda takto vytvořená struktura splňuje axiomy vektorového prostoru.
Řešení úloh:

1a) Součet 
[image: image105.wmf]+=

000

, 
[image: image106.wmf]k

-násobek 
[image: image107.wmf]k

×=

00

, nulový prvek 
[image: image108.wmf]0

, opačný prvek 
[image: image109.wmf]-=

00

;

1b) Součet 
[image: image110.wmf]12121122

(, , ..., )(, , ..., )(, , ... , )

nnnn

xxxyyyxyxyxy

+=+++

, 
[image: image111.wmf]k

-násobek 
[image: image112.wmf]1212

(, , ..., )(, , ... , )

nn

kxxxkxkxkx

×=

, nulový prvek 
[image: image113.wmf](0, 0, ... , 0)

, opačný prvek 
[image: image114.wmf]1212

(, , ..., )(, , ... , )

nn

xxxxxx

-=---

;

1c) Nechť 
[image: image115.wmf],:

MR

®

fg

, 
[image: image116.wmf]xR

Î

. Součet 
[image: image117.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

xxx

+=+

fgfg

, 
[image: image118.wmf]k

-násobek 
[image: image119.wmf](

)

(

)

(

)

kxkx

=×

ff

, nulový prvek 
[image: image120.wmf](

)

0

x

=

f

 pro lib. 
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Průvodce studiem.
Tato kapitola je hodně abstraktní, ale tak to bohužel v teoretických pasážích vyšší matematiky bývá. Můžete se ptát, proč tyto teoretické věci vůbec probíráme, když nás zajímají především praktické výpočty. Věřte prosím, že všechny pojmy definované v této kapitole (ale vlastně ve všech kapitolách) jsou pro praxi naprosto nezbytné. Jsou to velmi efektivní nástroje, bez kterých by řešení mnoha problémů bylo daleko složitější, ne-li nemožné. Takže se nenechejte odradit a svým optimálním tempem pokračujte dále.
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1.2. Norma a skalární součin
Budete schopni:
· vypočítat velikost geometrického či fyzikálního vektoru, daného kartézskými souřadnicemi;

· vypočítat skalární součin dvou geometrických či fyzikálních vektorů;
· vypočítat průmět a projekci jednoho geometrického či fyzikálního vektoru do druhého geometrického či fyzikálního vektoru.
Klíčová slova této kapitoly:

norma vektoru, normování vektoru, Euklidovská norma, skalární (vnitřní) součin, průmět a projekce vektoru, geometrický vektor, fyzikální vektor.
V této kapitole se dozvíte:

· axiomatickou definici normy vektoru;

· co je to normování vektoru a jak vypadá Euklidovská norma;

· axiomatickou definici skalárního (také vnitřního) součinu vektorů;

· jak vypadá skalární součin geometrických nebo fyzikálních vektorů;

· obecnou definici průmětu a projekce vektoru do jiného vektoru.

Čas potřebný k prostudování učiva kapitoly:
0,25 + 0,5 hodiny (teorie + řešení úloh)
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Norma vektoru.
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Definice.

Normou (velikostí, délkou, modulem) vektoru rozumíme reálnou funkci 
[image: image128.wmf]x

 na vektorovém prostoru 
[image: image129.wmf]V

, platí-li pro libovolné dva vektory 
[image: image130.wmf],

xy

 z 
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 a libovolný skalár k:

a) 
[image: image132.wmf]0

³
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 (pozitivnost);

b) 
[image: image133.wmf]+£+
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 (trojúhelníková nerovnost);

c) 
[image: image134.wmf]kk
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 (homogenita);

d) 
[image: image135.wmf]0
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 (pozitivní definitnost).

Poznámka.
a) [image: image1575.png]


Někdy se norma značí podobně jako absolutní hodnota, tj. 
[image: image136.wmf]x

. V tomto případě se většinou používá název velikost nebo délka vektoru. Ve fyzice a geometrii je také používána konvence, že se velikost (norma) vektoru označuje pouhým jménem vektoru bez dalších úprav (tzn. netučně, resp. bez šipky nad vektorem). Např. 
[image: image137.wmf]x

 označuje velikost vektoru 
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 (nebo 
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) apod.

b) Každá norma indukuje tzv. metriku, tj. reálnou funkci 
[image: image140.wmf](
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 vektorů 
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 takto: 
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. Metrika je zobecněním geometrického pojmu vzdálenosti dvou bodů (daných jejich polohovými vektory) na libovolný vektorový prostor 
[image: image144.wmf]V

.
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Příklad.
Typickým příkladem normy je tzv. Euklidovská norma, definovaná v 
[image: image145.wmf]n

R

 jako odmocnina ze součtu druhých mocnin souřadnic vektoru:
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Čtenář si může snadno dokázat, že splňuje potřebné axiomy.
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Úkol.

Zkuste zpaměti reprodukovat čtyři axiomy normy a opakujte své snažení tak dlouho, dokud se Vám to nepodaří.

Normování vektorů.

Někdy chceme pracovat pouze s vektory určité délky (nejčastěji jednotkovými). Úpravu normy vektoru na požadovanou hodnotu nazýváme normováním vektoru. 

Věta.

Normování libovolného nenulového vektoru k jedné zajistíme vydělením jeho normou (jednotkové vektory zpravidla označujeme dolním indexem 
[image: image147.wmf]0

): 
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Důkaz.

Z homogenity a pozitivnosti normy snadno plyne: 
[image: image149.wmf]0
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.

Skalární součin.
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Definice.
Skalárním (vnitřním) součinem nazveme funkci, která dvojici vektorů 
[image: image150.wmf],

xy

 z 
[image: image151.wmf]V

 přiřazuje skalár označený 
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 tak, že pro každé 
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 a každý skalár k platí:
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c) 
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 (symetrie, komutativnost).

d) 
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 (pozitivní definitnost).

Jednoduchým důsledkem uvedených axiomů je dále:
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[image: image162.wmf]0
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Poznámka.
a) Tato definice platí přesně pouze pro vektorový prostor nad tělesem reálných čísel; v případě komplexních čísel nabývá axiom c) tvaru 
[image: image163.wmf]×=×
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 a důsledek f) tvaru 
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, kde pruh značí komplexní sdružení.

b) Dá se dokázat, že reálná funkce 
[image: image165.wmf]=×

xxx

, definovaná na 
[image: image166.wmf]V

, splňuje axiomy normy, tak jak byly uvedeny výše. Ukazuje se tedy, že je-li vektorový prostor vybaven skalárním součinem, je v něm možno takto přirozeně zavést také normu (a tudíž i metriku). V dalším textu tento vztah mezi skalárním součinem a normou předpokládáme.
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Příklad.
Nejznámějším příkladem vektorového prostoru se skalárním součinem je 2 nebo 3 dimenzionální prostor geometrických, příp. fyzikálních vektorů, ve kterém je skalární součin vektorů 
[image: image167.wmf], 

ab

 definován jako součin velikostí těchto vektorů a kosinu úhlu, který svírají: 
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. Z geometrického názoru se dá snadno ukázat, že uvedená funkce opravdu splňuje axiomy skalárního součinu. Normy vektorů 
[image: image169.wmf]a

, 
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 v uvedeném vzorci jsou normy indukované uvedeným skalárním součinem, platí totiž:
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Úkol.

Zkuste zpaměti reprodukovat čtyři axiomy skalárního součinu spolu se třemi důsledky a opakujte své snažení tak dlouho, dokud se Vám to nepodaří.

Průmět a projekce vektoru.
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Definice.
Průmětem vektoru 
[image: image172.wmf]a

 do vektoru 
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 nazýváme vektor 
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 je jednotkový vektor ve směru vektoru 
[image: image176.wmf]b

. Číslo 
[image: image177.wmf]a
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 nazýváme projekcí vektoru 
[image: image178.wmf]a

 do vektoru 
[image: image179.wmf]b

.

Poznámka.
a) V případě geometrických nebo fyzikálních vektorů v 2- a 3-dimenzionálním prostoru se dá projekce vektoru 
[image: image180.wmf]a

 do vektoru 
[image: image181.wmf]b

 vyjádřit ve tvaru 
[image: image182.wmf]cos
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, kde ( je úhel mezi vektory 
[image: image183.wmf]a

, 
[image: image184.wmf]b

; jedná se tedy o skutečnou pravoúhlou projekci.

b) Je zřejmé, že projekce je až na případné znaménko rovna normě (velikosti) průmětu.

Shrnutí kapitoly:

Normou vektoru rozumíme v axiomatickém pojetí libovolnou reálnou funkci na vektorovém prostoru, splňující čtyři dané axiomy. Nejpoužívanější normou v 
[image: image185.wmf]n
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 je tzv. Eukleidovská norma 
[image: image186.wmf](
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Normováním rozumíme úpravu normy vektoru na požadovanou hodnotu. Normování libovolného nenulového vektoru k jedné provedeme snadno vydělením vektoru jeho normou.

Skalární (také vnitřní) součin vektorů definujeme axiomaticky jako reálnou (obecněji komplexní) funkci, která každým dvěma vektorům přiřazuje nějakou reálnou (obecněji komplexní) hodnotu a která splňuje čtyři určité axiomy. Nejznámější je skalární součin geometrických nebo fyzikálních vektorů 
[image: image187.wmf]cos
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. Skalární součin přirozeným způsobem indukuje normu podle vztahu 
[image: image188.wmf]=×
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.

Pomocí skalárního součinu lze obecně definovat pojmy průmět a projekce vektoru do jiného vektoru. V případě geometrických nebo fyzikálních vektorů se skutečně jedná o pravoúhlé průměty, u abstraktnějších vektorů tyto pojmy ztrácejí svůj bezprostřední geometrický význam, ale i zde geometrická terminologie usnadňuje porozumění.
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Otázky:

· Jak je axiomaticky definována norma vektorového prostoru? Zobecněním jakého pojmu je takto definovaná veličina?

· Uveďte vzorec pro výpočet Euklidovské normy.

· Podejte přesnou axiomatickou definici skalárního součinu včetně tří základních důsledků. Čím asi byla uvedená definice inspirována?

· Napište vzorec pro skalární součin geometrických, případně fyzikálních vektorů.

· Definujte průmět a projekci vektoru do jiného vektoru. Jaký je vztah mezi těmito pojmy?
· Jak konkrétně vypadá průmět a projekce v 2- nebo 3-dimenzionálním prostoru geometrických nebo fyzikálních vektorů?
Úloha č. 1:

Vypočtěte Euklidovskou normu (velikost) vektoru a normujte vektor k jedné:

a) 
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Úloha č. 2:

Určete skalární součin geometrických vektorů 
[image: image192.wmf]a
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 , o kterých víte, že:
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 mají stejný směr a opačnou orientaci;

c) 
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Úloha č. 3:

Určete projekci geometrického vektoru 
[image: image204.wmf]a

 do geometrického vektoru 
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, platí-li:
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Řešení úloh:

1a) 
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Průvodce studiem.
Tato kapitolka by pro Vás neměla být obtížná. Teorie byla sice nová, ale podobné příklady jste jistě bravurně řešil(a) již na střední škole. Pokud ne, nic se neděje, teď máte právě možnost vše dohnat!
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1.3. Ortogonální a ortonormální báze
Budete schopni:
· vypočítat skalární součin libovolných vektorů, zadaných souřadnicemi v ortonormální bázi;

· vypočítat úhel mezi dvěma geometrickými nebo fyzikálními vektory, zadanými pomocí kartézských souřadnic;
· vypočítat projekci libovolného vektoru do jiného vektoru v ortonormální bázi.
Klíčová slova této kapitoly:

kolmost (ortogonalita) vektorů, ortogonální a ortonormální báze, relace ortonormality, Croneckerovo delta, zobecněný úhel mezi vektory.
V této kapitole se dozvíte:

· jak je obecně definována kolmost (ortogonalita) vektorů;

· co rozumíme ortogonální a ortonormální bází;

· co jsou to tzv. relace ortonormality a Croneckerovo delta;

· důležité formule, kterými lze v ortonormální bázi spočítat skalární součin, normu a úhel mezi vektory;

· vztah mezi projekcí vektoru do bázového vektoru a příslušnou souřadnicí v ortonormální bázi.

Čas potřebný k prostudování učiva kapitoly:
0,5 + 1,0 hodiny (teorie + řešení úloh)
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Ortogonalita vektorů.
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Definice.
Dva vektory 
[image: image227.wmf], 

xy

 z 
[image: image228.wmf]V

 jsou na sebe kolmé (ortogonální) právě tehdy, je-li jejich skalární součin roven nule.

Poznámka.

Také zde je přejímána názorná geometrická terminologie i pro případy, kdy vektory jsou značně abstraktní matematické objekty (např. zobrazení, matice apod.). Taková geometrizace je ve většině aplikací výhodná, protože umožňuje intuitivnější přístup k řešení často nenázorných problémů.

Ortogonální a ortonormální báze.
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Definice.
Ortogonální bází vektorového prostoru 
[image: image229.wmf]V

 vybaveného skalárním součinem nazýváme takovou bázi, jejíž vektory jsou navzájem kolmé, tzn. jejich skalární součin je nulový. Mají-li navíc všechny vektory báze jednotkovou velikost (neboli jsou normovány k jedné), mluvíme o ortonormální bázi.

Poznámka.
Konkrétněji: je-li 
[image: image230.wmf]{
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ortonormální bází, pak platí pro skalární součin libovolných dvou jejích prvků 
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 relace ortonormality 
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. Symbol na pravé straně, tzv. Kroneckerovo delta, je roven 1 pro i = j, jinak je roven 0.
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Úkol.
Nejpoužívanější ortonormální bází v prostoru 
[image: image233.wmf]3
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 je báze tvořená vektory 
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. Dokažte její ortonormalitu!

Skalární součin v ortonormální bázi.

Věta.
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Nechť je dán vektorový prostor 
[image: image237.wmf]V

 se skalárním součinem, jeho ortonormální báze 
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 a dva vektory 
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, které lze vyjádřit ve tvaru 
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. Pak pro skalární součin těchto vektorů platí 


[image: image243.wmf]1

n

ii

i

xy

=

×=

å

xy

,

což je známý tvar výpočtu skalárního součinu jako součtu součinů příslušných souřadnic.

Důkaz.
Důkaz je snadný: 
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Poznámka.

1) Uvedený vzorec je velmi užitečný, neboť umožňuje spočítat skalární součin dvou vektorů přímo ze znalosti jejich souřadnic.

2) Pro komplexní skaláry platí obecnější vzorec 
[image: image245.wmf]1
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, který plyne ze vztahu 
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 (viz také poznámku za definicí skalárního součinu).

Norma v ortogonální bázi.

Normu indukovanou skalárním součinem lze v ortonormální bázi podle uvedeného vzorce rozepsat na tvar

[image: image1595.png]
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což ovšem není nic jiného než známá Euklidovská formule.

Výpočet úhlu mezi vektory.

Typickou aplikací předchozí teorie je výpočet úhlu mezi dvěma geometrickými nebo fyzikálními vektory, jejichž souřadnice v určité ortonormální bázi známe. Ze vztahu 
[image: image248.wmf]cos
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 totiž plyne vzorec
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na jehož pravé straně vystupují pouze souřadnice vektorů 
[image: image250.wmf]a

, 
[image: image251.wmf]b

.

Pojem úhlu můžeme zobecnit a počítat uvedenou formulí také „zobecněné úhly“ negeometrických a nefyzikálních vektorů (např. funkcí, matic apod.).

Souřadnice a projekce v ortonormální bázi.

Věta.
Souřadnice vektoru v libovolné ortonormální bázi je totožná s projekcí tohoto vektoru do příslušného bázového vektoru.

Důkaz.
Vypočtěme projekci vektoru 
[image: image252.wmf]1122
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 do vektoru báze 
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, neboť pro vektory báze platí relace ortonormality 
[image: image255.wmf]ij
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.

Poznámka.

Uvedená věta exaktně teoreticky popisuje to, co se v geometrii nebo ve fyzice na střední škole dělá běžně, když se určují souřadnice vektoru jeho rozkladem do souřadných os kartézského systému.

Shrnutí kapitoly:

Dva vektory jsou na sebe kolmé (nebo-li jsou ortogonální) právě tehdy, je-li jejich skalární součin roven nule.Uvedený výrok, známý z teorie geometrických a fyzikálních vektorů, chápeme nyní jako definici platnou pro libovolné vektorové prostory.

Ortonormální bází nazýváme takovou bázi, která je tvořena navzájem kolmými vektory. Jsou-li tyto vektory navíc jednotkové velikosti, hovoříme o ortonormální bázi. Mezi vektory takové báze platí relace ortonormality 
[image: image256.wmf]ij
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[image: image257.wmf]ij
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 je tzv. Kroneckerovo delta.

V ortonormální bázi lze velmi jednoduše vyjádřit skalární součin vektorů a normu vektoru pomocí jejich souřadnic. 

Pojem úhlu mezi vektory, známý z 2- a 3-dimenzionálního prostoru geometrických nebo fyzikálních vektorů, lze také zobecnit 
V ortonormální bázi platí důležitý výsledek, že souřadnice vektoru je totožná s projekcí vektoru do příslušného vektoru báze. Tento výsledek se běžně užívá v geometrii a fyzice při určování souřadnic vektorů jejich rozkladem do souřadných os kartézského systému.
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Otázky:

· Jak je obecně definována kolmost (ortogonalita) vektorů?

· Formulujte definici ortogonální a ortonormální báze. Jaký je mezi nimi rozdíl?

· Co jsou to relace ortonormality? Vysvětlete význam symbolu zvaného Croneckerovo delta.

· Jakou formulí lze v ortonormální bázi spočítat skalární součin, normu a úhel mezi vektory?

· Je možné hovořit o kolmosti a úhlu mezi vektory i v případě, že se nejedná o geometrické ani fyzikální vektory?

· Jaký je vztah mezi projekcí vektoru do bázového vektoru a příslušnou souřadnicí v ortonormální bázi?
Úloha č. 1:

Vypočtěte skalární součin vektorů 
[image: image258.wmf]a

, 
[image: image259.wmf]b

. Vektory 
[image: image260.wmf]i

, 
[image: image261.wmf]j

, 
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 tvoří ortonormální bázi.

a) 
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b) 
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c) 
[image: image267.wmf]58-4
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Úloha č. 2:

Vypočtěte úhel mezi vektory 
[image: image269.wmf]a

, 
[image: image270.wmf]b

. Vektory jsou dány svými souřadnicemi v určité ortogonální bázi.

a) 
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b) 
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c) 
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=

b

;

d) 
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.

Úloha č. 3:

Určete průmět vektoru 
[image: image279.wmf]a

 do vektoru 
[image: image280.wmf]b

. Vektory jsou dány svými souřadnicemi v určité ortogonální bázi.

a) 
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b) 
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c) 
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d) 
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Řešení úloh:
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Průvodce studiem.
Tak jak se cítíte? Teoretické pojmy přibývají a možná v nich začínáte mít trochu zmatek. V tom případě doporučuji následující postup. Zeptejte se sám (sama) sebe, co Vám není zcela jasné a pak si znovu projděte příslušnou teorii. Často se například pletou pojmy projekce a souřadnice vektoru, zvláště proto, že (jak už víte) spolu úzce souvisejí. Pokud je Vám vše jasné, neváhejte a pokračujte další, již poslední „vektorovou“ kapitolou.
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1.4. Vektorový součin
Budete schopni:
· vypočítat vektorový, smíšený a dvojný součin libovolných vektorů, zadaných souřadnicemi v ortonormální bázi;

· snadno vypočítat obsah rovnoběžníka, resp. objem rovnoběžnostěnu, zadaných souřadnicemi vektorů jejich hran v ortonormální bázi.
Klíčová slova této kapitoly: 

vektorový (vnější) součin, pravotočivá kolmost vektorů, pravotočivá ortonormální a ortogonální báze, antikomutativnost, smíšený součin, dvojný součin.
V této kapitole se dozvíte:

· definici vektorového (také vnějšího) součinu, jeho vlastnosti a geometrický význam;

· co rozumíme pravotočivou ortonormální nebo ortogonální bází;

· definici smíšeného součinu vektorů, jeho vlastnosti a geometrický význam;

· definici dvojného součinu vektorů a jeho základní vlastnosti.

Čas potřebný k prostudování učiva kapitoly:
0,5 + 0,75 hodiny (teorie + řešení úloh)
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Vektorový součin.

[image: image1604.png]


Definice.
Nechť je dán třídimenzionální vektorový prostor 
[image: image300.wmf]V

 s ortonormální bází 
[image: image301.wmf]{
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. Vektorovým (také vnějším) součinem vektorů 
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, 
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 rozumíme vektor 
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Poznámka.
a) Vektorový součin se značí, jak už bylo ukázáno, křížkem 
[image: image305.wmf]´

, na rozdíl od skalárního součinu, který se značí tečkou. Není možno tyto symboly zaměňovat jako u součinu dvou čísel.

b) Vektorový součin je definován pouze v třírozměrném prostoru, jedná se o daleko méně obecný pojem, než je skalární součin, který lze zavést v libovolně rozměrném prostoru.
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Úkol.
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Naučte se bezpečně zpaměti výše uvedenou definici vektorového součinu! Uvědomte si, že stačí znát pouze první složku a ostatní odvodíte tzv. cyklickou záměnou                  .

Geometrická definice vektorového součinu.

V rámci geometrického pohledu je možné ekvivalentně definovat vektorový součin 
[image: image306.wmf]´

ab

 jako vektor, který je pravotočivě kolmý k vektorům 
[image: image307.wmf]a

, 
[image: image308.wmf]b

 a jehož velikost je rovna obsahu rovnoběžníku určeného vektory 
[image: image309.wmf]a

, 
[image: image310.wmf]b

, tzn. platí 


[image: image311.wmf]sin
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kde ( je úhel mezi vektory 
[image: image312.wmf]a

, 
[image: image313.wmf]b

. Vzorec v předchozí definici je pak možno chápat jako výpočetní vztah pro vektorový součin v ortonormální pravotočivé bázi.

Poznámka.

a) Výraz „pravotočivě kolmý“ znamená, že směr výsledného vektoru je dán pravidlem pravé ruky: položíme pravou ruku malíkovou hranou na rovinu vektorů 
[image: image314.wmf]a

, 
[image: image315.wmf]b

 tak, že prsty vymezují ostrý úhel od vektoru 
[image: image316.wmf]a

 k vektoru 
[image: image317.wmf]b

; pak vztyčený palec pravé ruky ukazuje směr a orientaci vektoru pravotočivě kolmého k oběma vektorům, např. vektorového součinu 
[image: image318.wmf]´

ab

. Je zřejmé, že záleží na pořadí vektorů 
[image: image319.wmf]a

, 
[image: image320.wmf]b

.

b) Ortonormální nebo ortogonální bázi 
[image: image321.wmf]{
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 prostoru fyzikálních nebo geometrických vektorů nazýváme pravotočivou (v uvedeném pořadí vektorů báze), jestliže platí, že vektor 
[image: image322.wmf]3

b

 je pravotočivě kolmý k vektorům 
[image: image323.wmf]1
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 a 
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, vektor 
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 je pravotočivě kolmý k vektorům 
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 a 
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 a vektor 
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 je pravotočivě kolmý k vektorům 
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 a 
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.

Vlastnosti vektorového součinu.

Věta.
Pro libovolné třídimenzionální vektory 
[image: image331.wmf]a

, 
[image: image332.wmf]b

, 
[image: image333.wmf]c

 a skalár 
[image: image334.wmf]k

 platí:

a) 
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 (antikomutativnost).

b) 
[image: image336.wmf](
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 (asociativnost násobení skalárem).

c) 
[image: image337.wmf](
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 (distributivnost).

d) vektorový součin není asociativní, tzn. může být 
[image: image338.wmf](
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abcabc

.
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Úkol.
Zkuste zpaměti zopakovat čtyři základní vlastnosti vektorového součinu!

Smíšený součin.

[image: image1609.png]


Definice.
Smíšeným součinem třídimenzionálních vektorů 
[image: image339.wmf], , 

abc

 nazýváme číslo 
[image: image340.wmf](
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 a značíme jej 
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.

Věta.
Pro smíšený součin libovolných třídimenzionálních vektorů 
[image: image342.wmf], , 

abc

 platí:
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Poznámka.

Slovně řečeno, při cyklické rotaci pořadí vektorů 
[image: image344.wmf], , 

abc

 se hodnota smíšeného součinu nemění, při vzájemné záměně dvou vektorů se změní znaménko smíšeného součinu.

Věta.

Absolutní hodnota smíšeného součinu 
[image: image345.wmf][

]

abc

 udává objem rovnoběžnostěnu daného vektory 
[image: image346.wmf], , 

abc

.

Dvojný součin.
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Definice.
Dvojným součinem třídimenzionálních vektorů 
[image: image347.wmf], , 

abc

 nazýváme vektor 
[image: image348.wmf](
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.

Věta.
a) Dvojný součin lze vyjádřit i bez vektorového násobení: 
[image: image349.wmf](
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b) Protože vektorový součin není asociativní (ve většině případů 
[image: image350.wmf](
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), není možné závorky ve dvojném součinu přehodit nebo vynechat.

Shrnutí kapitoly:

Vektorový součin třídimenzionálních vektorů 
[image: image351.wmf]123
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 je ortonormální báze, je definován jako vektor
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Ekvivalentní geometrická definice definuje vektorový součin geometrických nebo fyzikálních vektorů jako vektor pravotočivě kolmý k vektorům 
[image: image355.wmf]a

, 
[image: image356.wmf]b

 s velikostí rovnou ploše rovnoběžníka daného těmito vektory, tzn. 
[image: image357.wmf]sin
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, kde ( je úhel mezi vektory 
[image: image358.wmf]a

, 
[image: image359.wmf]b

. Předchozí vzorec má pak význam výpočetní formule pro vektorový součin v pravotočivé ortonormální bázi.

Pravotočivou ortonormální nebo ortogonální bází nazýváme takovou ortonormální nebo ortogonální bázi s daným pořadím vektorů, kdy každý vektor je pravotočivě kolmý ke dvěma předchozím vektorům (míněno cyklicky).

Vektorový součin je antikomutativní, distributivní a asociativní vzhledem k násobení skalárem, ale není asociativní (viz také dvojný součin).

Vektorový součin figuruje ve dvou odvozených typech součinů vektorů, smíšeném součinu a dvojném součinu.

Smíšeným součinem třídimenzionálních vektorů 
[image: image360.wmf], , 

abc

 nazýváme číslo 
[image: image361.wmf][
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. Absolutní hodnota smíšeného součinu 
[image: image362.wmf][

]

abc

 udává objem rovnoběžnostěnu daného vektory 
[image: image363.wmf], , 

abc

.

Dvojným součinem třídimenzionálních vektorů 
[image: image364.wmf], , 

abc

 nazýváme vektor 
[image: image365.wmf](
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. Je zajímavé, že dvojný součin může být jednoduše vyjádřen i bez vektorového násobení. Dvojný součin není asociativní, tzn. závorky v jeho definici nemůžeme přehodit nebo vynechat.
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Otázky:

· Jakou formulí je definován vektorový součin v ortonormální bázi? 

· Jaká je ekvivalentní geometrická definice vektorového součinu? Co znamená výraz „pravotočivě kolmý vektor“ a „pravotočivá báze“?

· Jaký geometrický význam má velikost vektorového součinu a jakým vzorcem ji lze spočítat?

· Jaké základní vlastnosti má vektorový součin? Kterými dvěma vlastnostmi se výrazně odlišuje od číselného součinu?

· Jak je definován smíšený součin? Jaké jsou jeho základní vlastnosti a geometrický význam?

· Definujte dvojný součin. Záleží na umístění závorek v definici? Proč? 

· Lze dvojný součin vyjádřit i bez použití vektorového součinu? Jak?
Úloha č. 1:

Vypočtěte vektorový součin vektorů 
[image: image366.wmf]a

, 
[image: image367.wmf]b

. Určete také obsah 
[image: image368.wmf]S

 rovnoběžníka určeného těmito vektory. Vektory jsou dány svými souřadnicemi v pravotočivé ortonormální bázi.
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Úloha č. 2:

Určete objem 
[image: image373.wmf]V

rovnoběžnostěnu daného vektory 
[image: image374.wmf], , 
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. Vektory jsou dány svými souřadnicemi v pravotočivé ortonormální bázi.
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Řešení úloh:

1a) 
[image: image381.wmf](
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, 
[image: image382.wmf]2
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; 1b) 
[image: image383.wmf](
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[image: image386.wmf][
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Průvodce studiem.
V této kapitole byste neměl(a) mít větší problémy ani s teorií, ani s řešením úloh. Je-li tomu tak, gratuluji! Právě jste totiž úspěšně ukončil(a) poměrně náročnou část tohoto textu, věnovanou vektorové algebře. Po zaslouženém odpočinku můžete směle pokračovat. Začneme velmi důležitou a zajímavou část, věnovanou maticovému počtu.

V případě, že se Vám probraná látka zdá příliš složitá, nevěšte hlavu. Zvolte prostě pomalejší tempo a v klidu si zopakujte, co Vám není jasné. Postupně vše jistě zvládnete!
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Korespondenční úkol.

Zvolte si sám (sama) tři libovolné (ale ne triviální, prosím) třídimenzionální nekolineární vektory 
[image: image387.wmf]a

, 
[image: image388.wmf]b

, 
[image: image389.wmf]c

 v kartézském souřadném systému.

1. Vypočtěte skalární součin 
[image: image390.wmf]×

ab

, velikost vektorů 
[image: image391.wmf]a

, 
[image: image392.wmf]b

 a úhel 
[image: image393.wmf]g

 mezi vektory 
[image: image394.wmf]a

, 
[image: image395.wmf]b

.

2. Vypočtěte vektorový součin 
[image: image396.wmf]´

ab

.

3. Vypočtěte smíšený součin 
[image: image397.wmf](

)

×´

cab

.

4. Vypočtěte dvojné součiny 
[image: image398.wmf](

)

´´

abc

, 
[image: image399.wmf](

)

´´

abc

.

2. Základy maticové algegry

2.1. Základní pojmy
Budete schopni:
· nalézt matici transponovanou k dané matici;

· provádět elementární úpravy matic.
Klíčová slova této kapitoly: 

matice, typ matice, prvek matice, hlavní a vedlejší diagonála matice, stopa matice, rovnost matic, nulová matice, diagonální matice, jednotková matice, pravá (horní) trojúhelníková matice, levá (dolní) trojúhelníková matice, transponovaná matice, symetrická a antisymetrická matice, hodnost matice, elementární úprava matice, ekvivalence matic.
V této kapitole se dozvíte:

· jak je definována reálná nebo komplexní matice a co rozumíme jejím typem;
· co jsou to prvky matice, co vyjadřují jejich indexy a jak je definována rovnost matic;

· co je to stopa čtvercové matice;

· jak vypadají nejpoužívanější speciální matice a jak je definována matice transponovaná k dané matici;

· definici symetrické a antisymetrické matice;

· jak je definována hodnost matice;

· co jsou to tzv. elementární úpravy matic a jak je definována ekvivalence matic.

Čas potřebný k prostudování učiva kapitoly:
0,5 + 0,25 hodiny (teorie + řešení úloh)
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Matice.

[image: image1620.png]


Definice.
Maticí 
[image: image400.wmf]A

 typu 
[image: image401.wmf](

)

,

mn

 nazýváme schéma 
[image: image402.wmf]mn

×

 čísel (reálných nebo i komplexních) sestavených do 
[image: image403.wmf]m

 řádků a 
[image: image404.wmf]n

 sloupců:
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Často používaný zkrácený zápis (pokud víme, o jaký typ matice se jedná) je 
[image: image406.wmf](

)

ik
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=

A

. Je-li 
[image: image407.wmf]mn

=

, pak se 
[image: image408.wmf]A

 nazývá čtvercovou maticí 
[image: image409.wmf]n

-tého stupně (
[image: image410.wmf]n

-tého řádu), jinak hovoříme o matici obdélníkové. 

Poznámka.

a) Prvky 
[image: image411.wmf],1

ik

akn

££

, pro daný index i tvoří i-tý řádek, prvky 
[image: image412.wmf],1
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ain

££

, pro daný index 
[image: image413.wmf]k

 tvoří 
[image: image414.wmf]k

-tý sloupec. První index v označení prvku 
[image: image415.wmf]ik

a

 nazýváme řádkovým, druhý sloupcovým. Řádky a sloupce se souhrnně nazývají řady.


b) Prvky 
[image: image416.wmf]112233

, , , ...

aaa

 tvoří hlavní diagonálu a nazývají se hlavní prvky, prvky 
[image: image417.wmf]12,13,2

,,, ...

nnn

aaa

--

 tvoří vedlejší diagonálu.

c) [image: image1622.png]


Stopou čtvercové matice řádu 
[image: image418.wmf]n

 nazýváme součet jejích hlavních prvků: 
[image: image419.wmf]1122

Tr Sp ...

nn

aaa

ºº+++

AA

. Označení „Tr“ pochází z anglického „trace“, označení „Sp“ z německého „Spur“.
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Příklad.

Např. matice 
[image: image420.wmf]12
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 je čtvercovou maticí druhého řádu se stopou 
[image: image421.wmf]Tr Sp 156

º=+=
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, matice 
[image: image422.wmf]2
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 je obdélníkovou maticí typu 
[image: image423.wmf](

)

2, 3

 apod.

Rovnost matic.

[image: image1624.png]


Definice.

Matice 
[image: image424.wmf](

)

ik

a

º

A

 se rovná matici 
[image: image425.wmf](

)

ik

b

º

B

 právě tehdy, jsou-li obě matice stejného typu a rovnají se jejich stejnolehlé prvky . Stručný zápis:
[image: image426.wmf]ikik

i,k:ab

=Û"=

AB

.

Speciální matice.
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Definice.
a) Nulovou maticí nazýváme matici, jejíž všechny prvky se rovnají nule. Značíme obvykle symbolem 
[image: image427.wmf]0

 nebo i číslem 0.

b) Diagonální maticí nazýváme čtvercovou matici, u které prvky na hlavní diagonále jsou různé od nuly a všechny ostatní prvky rovny nule.

c) Jednotkovou maticí nazýváme takovou diagonální matici, jejíž všechny hlavní prvky jsou rovny 1. Jednotková matice se obvykle značí 
[image: image428.wmf]E

, 
[image: image429.wmf]I

 nebo i číslem 1.

d) Horní (také pravou) trojúhelníkovou maticí nazýváme čtvercovou matici 
[image: image430.wmf](
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ik
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A

, jestliže pod hlavní diagonálou jsou všechny prvky nulové, tzn. 
[image: image431.wmf]0

ik

ik:a

">=

.

e) Dolní (také levou) trojúhelníkovou maticí nazýváme čtvercovou matici 
[image: image432.wmf](

)

ik
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=

A

, jestliže nad hlavní diagonálou jsou všechny prvky nulové, tzn. 
[image: image433.wmf]0

ik
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"<=

.

Transponovaná matice.

[image: image1626.png]



Definice.
Transponovanou maticí k matici 
[image: image434.wmf]A

 typu 
[image: image435.wmf](

)

m,n

 nazýváme matici 
[image: image436.wmf]T

A

typu 
[image: image437.wmf](

)

n,m

 takovou, kterou dostaneme z matice 
[image: image438.wmf]A

 záměnou (transpozicí) řádků a sloupců. Označíme-li prvek v i-tém řádku a k-tém sloupci transponované matice 
[image: image439.wmf]T

ik

a

, pak můžeme psát: 
[image: image440.wmf]T

ikki

aa

=

. Jinak řečeno, transponovaná matice 
[image: image441.wmf]T

A

 vznikne „překlopením“ matice 
[image: image442.wmf]A

 kolem její hlavní diagonály.

Věta.
Pro transpozici matic platí 
[image: image443.wmf](
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T
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.
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Definice.
Pokud pro čtvercovou matici 
[image: image444.wmf]A

 platí rovnost 
[image: image445.wmf]T

=

AA

, hovoříme o symetrické (souměrné) matici.

Pokud pro čtvercovou matici 
[image: image446.wmf]A

 platí rovnost 
[image: image447.wmf]T

=-

AA

, hovoříme o antisymetrické matici.

Poznámka.
Je zřejmé, že pro prvky symetrické matice platí 
[image: image448.wmf]ikki

aa

=

. Obdobně pro prvky antisymetrické matice platí 
[image: image449.wmf]ikki

aa

=-

, odkud dále plyne, že diagonální prvky antisymetrické matice musí být nulové.

Hodnost matice.
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Definice.
Hodností 
[image: image450.wmf](

)

hh
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A

 matice 
[image: image451.wmf]A

 typu 
[image: image452.wmf](

)

n

m

,

 nazýváme maximální počet lineárně nezávislých řádků matice 
[image: image453.wmf]A

.
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Úkol.
Formulujte zpaměti, jak je definována lineární nezávislost vektorů! Pokud se Vám to nepodařilo, nalistujte si příslušnou pasáž v kapitole věnované vektorové algebře.

Věta.
a) 
[image: image454.wmf](

)

(

)

T

hh

=

AA

. Odtud plyne, že v definici hodnosti můžeme hovořit o sloupcích místo o řádcích.

b) 
[image: image455.wmf](
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£

A

 neboli hodnost matice je menší nebo rovna menšímu číslu z počtu řádků a sloupců.

Elementární úpravy a ekvivalence matic.

Věta.
Hodnost matice se nezmění provedením následujících, tzv. elementárních úprav:

a) Přehozením pořadí řádků (sloupců).

b) Vynásobením některého řádku (sloupce) číslem různým od nuly.

c) Přičtením lineární kombinace ostatních řádků (sloupců) k vybranému řádku (sloupci).

d) Přidáním nebo vynecháním řádku (sloupce), který je lineární kombinací ostatních řádků (sloupců).
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Definice.

O matici 
[image: image456.wmf]B

, která je stejného typu jako matice 
[image: image457.wmf]A

 a vznikla z matice 
[image: image458.wmf]A

 elementárními úpravami, říkáme, že je ekvivalentní s maticí 
[image: image459.wmf]A

. Zapisujeme 
[image: image460.wmf]AB

:

. 

Věta.
Ekvivalentní matice mají stejnou hodnost. 

Důkaz.

Plyne snadno z definice ekvivalence matic a z toho, že elementární úpravy nemění hodnost matice.

Shrnutí kapitoly:

Reálnou nebo komplexní maticí typu 
[image: image461.wmf](

)

,

mn

 nazýváme schéma (tabulku) 
[image: image462.wmf]mn

×

 reálných nebo komplexních čísel (prvků matice) sestavených do 
[image: image463.wmf]m

 řádků a 
[image: image464.wmf]n

 sloupců. Je-li počet řádků roven počtu sloupců, hovoříme o čtvercové matici, jinak o matici obdélníkové. 

Každý prvek matice je dán svým řádkovým a sloupcovým indexem. Matice se rovnají, pokud se rovnají stejnolehlé prvky (tj. prvky se stejným indexem).

Rozlišujeme hlavní (zleva doprava) a vedlejší (zoprava doleva) diagonálu. Prvky hlavní diagonály označujeme také jako hlavními prvky. Součet hlavních prvků u čtvercových matic nazýváme stopou matice.

U speciálních matic existuje určitá pravidelnost v hodnotách jejich prvků. V praxi má význam matice nulová, diagonální, jednotková a horní (pravá) nebo dolní (levá) trojúhelníková.

Záměnou řádků a sloupců (jejich transpozicí) lze ke každé matici 
[image: image465.wmf]A

 sestrojit matici transponovanou 
[image: image466.wmf]T

A

. U symetrických matic definitoricky platí 
[image: image467.wmf]T

=

AA

, u antisymetrických 
[image: image468.wmf]T

=-

AA

.

Důležitým pojmem je tzv. hodnost matice. Je definována jako maximální počet lineárně nezávislých řádků (také sloupců, obě formulace jsou ekvivalentní) této matice. Hodnost je vždy menší nebo rovna menšímu z počtu řadků a sloupců matice.

Definujeme čtyři tzv. elementární úpravy matice. Tyto úpravy nemění hodnost matice. 

Matice 
[image: image469.wmf]B

, která vznikla z matice 
[image: image470.wmf]A

 elementárními úpravami, je definitoricky ekvivalentní s původní maticí. Zapisujeme 
[image: image471.wmf]AB

:

. Je zřejmé, že ekvivalentní matice mají stejnou hodnost.

Otázky:

· Jak je definován pojem matice? Co označuje její typ?
· Co rozumíme prvky matice a co vyjadřují jejich indexy? Co je to hlavní a vedlejší diagonála matice? Jak je definována stopa matice?
· Jak je definována rovnost matic?

· Jaké základní speciální matice znáte? Jak vypadají trojúhelníkové matice? Čím se liší matice jednotková od diagonální?

· Jak je definována matice transponovaná?

· Jakou matici nazýváme symetrickou, resp. antisymetrickou? Co nutně platí pro hlavní prvky antisymetrické matice a proč?

· Definujte hodnost matice.

· Co víte o hodnosti transponované matice?

· Vyjmenujte jednotlivé elementární úpravy.

· Jak je definována ekvivalence matic? Co platí pro hodnost ekvivalentních matic?
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Úloha č. 1:

K uvedeným maticím sestrojte matice transponované.
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Řešení úloh:

1a) 
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Průvodce studiem.
V této kapitole jsme začali velmi důležitou partii matematiky – maticový počet. Doufám, že budete souhlasit, že start byl celkem snadný, ovšem postupně přijdou i trochu náročnější věci. Osobně se domnívám, že maticová algebra je velmi pěkná část matematiky a věřím, že i Vy si ji oblíbíte.
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2.2. Sčítání a násobení matic
Budete schopni:
· sčítat dvě matice stejného typu a násobit matici skalárem;

· určit, zda dvě matice je možné vzájemně vynásobit a v jakém pořadí;
· vynásobit dvě matice navzájem nebo-li provést maticový součin.
Klíčová slova této kapitoly:

sčítání matic, násobení matic číslem, maticové násobení, součin matic.
V této kapitole se dozvíte:

· jak je definováno sčítání matic a jaké má základní vlastnosti;
· jak je definováno násobení matic číslem a jaké má základní vlastnosti;
· zda a proč se matice mohou chápat jako vektory;
· definici maticového násobení včetně povolených typů činitelů a typu výsledné matice;
· základní vlastnosti maticového násobení.

Čas potřebný k prostudování učiva kapitoly:
0,5 + 0,5 hodiny (teorie + řešení úloh)
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Součet matic.
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Definice.

Matice 
[image: image480.wmf]C

 je součtem matic 
[image: image481.wmf]A

, 
[image: image482.wmf]B

 právě tehdy, jsou-li všechny tři matice téhož typu a platí-li, že každý prvek matice 
[image: image483.wmf]C

 je součtem stejnolehlých prvků matic 
[image: image484.wmf]A

, 
[image: image485.wmf]B

. Matematický zápis:


[image: image486.wmf],:
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Věta.
Pro libovolné matice 
[image: image487.wmf]A

, 
[image: image488.wmf]B

, 
[image: image489.wmf]C

 stejného typu a nulovou matici 
[image: image490.wmf]0

 téhož typu platí:

a) 
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 (nulový prvek);

b) 
[image: image492.wmf](
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 (asociativnost);

c) 
[image: image493.wmf]+=+
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 (komutativnost);
d) 
[image: image494.wmf](
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Úkol.
Formulujte zpaměti základní vlastnosti maticového sčítání.

Násobení matice číslem.
[image: image1639.png]


Definice.

Součinem matice 
[image: image495.wmf](
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 a čísla 
[image: image496.wmf]a

 je matice 
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 stejného typu jako matice 
[image: image498.wmf]A

, pro jejíž prvky platí 
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Věta.
Pro libovolné matice 
[image: image501.wmf]A

, 
[image: image502.wmf]B

 stejného typu a libovolná čísla 
[image: image503.wmf]a

, 
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 platí:

a) 
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 (jednotkový prvek);

b) 
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Úkol.
Formulujte zpaměti základní vlastnosti operace násobení matice číslem.

Poznámka.

Z definic sčítání matic a násobení matic číslem plyne, že množina všech matic daného typu s výše uvedenými operacemi sčítání matic a násobení matic skalárem tvoří vektorový prostor. Platnost většiny axiomů vektorového prostoru byla ověřena v předchozích dvou větách. Na matice tedy můžeme pohlížet jako na vektory a definovat i další vektorové operace, např. normu, skalární součin apod.

Maticové násobení.
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Definice.
Součinem matice 
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, pro jejíž prvky platí:
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Zapisujeme 
[image: image517.wmf]=

CAB

 nebo i s tečkou 
[image: image518.wmf]=×

CAB

.

Poznámka.

a) Součin matic je definován pouze tehdy, je-li počet sloupců první (levé) matice roven počtu řádků druhé (pravé) matice.

b) Prvek 
[image: image519.wmf]ik

c

 součinu 
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 je vlastně skalárním součinem 
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-tého řádku matice 
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 a 
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-tého sloupce matice 
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.

c) Máme-li  součin 
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, říkáme, že matice 
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 násobí matici 
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 zleva nebo také, že matice 
[image: image528.wmf]B

 násobí matici 
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 zprava. Toto rozlišení je nutné, neboť neplatí komutativní zákon, tzn. obecně 
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.

Věta
Pro libovolné matice 
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, 
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, 
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 takových typů, aby pro ně níže uvedené operace byly definovány, platí:

a) 
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 (jednotkovým prvkem je jednotková matice 
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b) 
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Důkaz.

Důkazy všech čtyř tvrzení se dají provést snadno rutinním rozepsáním maticových součinů podle definice, což přenecháváme čtenáři.
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Úkol.
Formulujte zpaměti uvedené základní vlastnosti maticového násobení.

Poznámka.

Při aplikacích pozor zejména na vlastnost d) týkající se transpozice součinu matic, která není intuitivně zřejmá.
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Příklad.

Nechť matice 
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. Pak součinem těchto matic v uvedeném pořadí je matice typu 
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Shrnutí kapitoly:

Základními operacemi s maticemi jsou maticový součet a násobení matice číslem.

Součet matic stejného typu provádíme tak, že sčítáme jednotlivé stejnolehlé prvky. Při součinu matice a čísla jednoduše násobíme tímto číslem všechny prvky matice. V obou případech je výsledná matice téhož typu jako matice výchozí.

Z definic uvedených operací plynou jejich vlastnosti. Ukazuje se, že množina matic stejného typu spolu s uvedenými operacemi vyhovuje axiomům vektorového prostoru. V tomto smyslu můžeme na matice pohlížet jako na vektory.

Velmi důležitou a trochu komplikovanější operací je maticové násobení. Jeho přesnou definici je třeba znát. Maticové násobení je povoleno pouze pro takovou dvojici matic, kdy počet sloupců první matice je roven počtu řádků druhé matice. U výsledné matice je počet řádků dán počtem řádků první matice a počet sloupců počtem sloupců druhé matice.

Maticový součin je asociativní a distributivní (vzhledem ke sčítání matic), není však komutativní, a to ani v případě, kdy je přehození pořadí matic typově dovoleno (např. u čtvercových matic). Maticový součin zapisujeme analogicky jako součin dvou čísel: 
[image: image544.wmf]=
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.
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Otázky:

· Jak je definováno sčítání matic a jaké má základní vlastnosti?
· Jak je definováno násobení matic číslem a jaké má základní vlastnosti?
· Dají se matice chápat jako vektory? Za jakých podmínek a proč?
· Podejte přesnou definici maticového násobení. Formulujte jasně, jakého typu musí být jednotliví činitelé, jakého typu je výsledek a jak vypadá formule pro výpočet jednotlivých prvků výsledné matice.
· Uvažte, zda platí následující tvrzení: při výpočtu prvku, který je v 
[image: image546.wmf]i

-tém řádku a 
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-tém sloupci výsledné součinové matice, hrají roli pouze prvky v 
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-tém řádku první matice a v 
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-tém sloupci druhé matice.
· Které základní zákony platí a které naopak neplatí pro maticový součin?
· Jak vypadá vzorec pro transpozici součinu matic?
Úloha č. 1:

Vypočtěte součin matic:

a) 
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Řešení úloh:

1a) 
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Průvodce studiem.
Tak co říkáte na maticový součin? Pokud s pohrdavým úsměškem odpovíte „je to hračka“, pak máte z vyššího hlediska nesporně pravdu. Pokud jste se ale zde trochu zadrhl(a) a není Vám vše ještě zcela jasné, nezoufejte. Většině studentů dělá zpočátku maticový součin určité problémy. Každopádně propočítejte všechny úlohy, protože nestačí jen pochopit princip, ale musíte postup výpočtu ovládnout zcela rutinně.
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2.3. DETERMINANTY matic
Budete schopni:
· snadno a rychle spočítat determinanty čtvercových matic až třetího řádu;
· spočítat determinanty čtvrtého a vyššího řádu rozvojem determinantu podle určité řady;

· upravit matici vyššího řádu tak, aby výpočet jejího determinantu byl co možná nejefektivnější.

Klíčová slova této kapitoly:

determinant, subdeterminant (minor), Sarrusovo pravidlo, vlastnosti determinantů, rozvoj determinantu podle dané řady.
V této kapitole se dozvíte:

· definici determinantu čtvercové matice;
· co je to subdeterminant nebo-li minor;
· základní vlastnosti determinantů, používané v mnoha praktických úlohách;

· výpočetní formule pro výpočet determinantu prvního, druhého a třetího řádu včetně Sarrusova pravidla;
· přesné znění věty o rozvoji determinantu podle řádku nebo sloupce a její praktický význam při výpočtech determinantů vyšších řádů.

Čas potřebný k prostudování učiva kapitoly:
0,5 + 0,5 hodiny (teorie + řešení úloh)
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Determinant.
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Definice.
Determinantem čtvercové matice 
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Poznámka.
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Znaménko permutace 
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 je dáno vztahem 
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b) Kromě uvedeného značení pomocí symbolu „
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“ se v praxi často používá také řeckého písmene 
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 (většinou s nějakým rozlišujícím indexem, např. 
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 apod.). Jinou možností je zápis analogický zápisu matice, kdy kulaté závorky nahrazují svislé čáry jako u absolutní hodnoty. Např. symbol 
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c) Sčítance 
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 se nazývají členy determinantu. Z definice determinantu je zřejmé, že každý člen determinantu 
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Příklad.

Permutace 
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Úkol.
Formulujte zpaměti definici determinantu. Nepokračujte dále, dokud Vám tato definice není zcela jasná!
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Definice.
Matice, jejíž determinant je různý od nuly, se nazývá regulární. V opačném případě hovoříme o matici singulární.

Definice.
[image: image1656.png]


Subdeterminantem (minorem) 
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-tého řádu matice 
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 typu 
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 nazýváme determinant matice, která vznikne z matice 
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 vypuštěním tolika řádků a sloupců, aby z ní zbyla čtvercová matice k-tého řádu.

Vlastnosti determinantů.
Věta.

a) 
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 je čtvercová jednotková matice).

b) 
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 je libovolná čtvercová matice).

c) 
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 (pro čtvercové matice 
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, 
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 téhož řádu).

d) Zaměníme-li v matici navzájem dva řádky nebo dva sloupce, změní determinant znaménko.

e) Společného nenulového činitele jednoho řádku nebo sloupce lze vytknout před determinant.

f) Determinant je roven nule právě tehdy, jestliže prvky alespoň jednoho řádku (sloupce) jsou rovny nule nebo jestliže nějaký řádek (sloupec) je lineární kombinací ostatních řádků (sloupců).

g) Determinant se nezmění, přičteme-li k libovolnému řádku (sloupci) jakoukoliv lineární kombinaci ostatních řadků (sloupců).

Výpočet determinantů.

Pro matici prvního řádu 
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Determinant matice druhého řádu: 
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Příklad.
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Pro výpočet determinantu matice třetího řádu se používá schéma zvané Sarrusovo pravidlo: K matici 
[image: image604.wmf]A

 připíšeme první dva sloupce (obdobně je možné formulovat toto pravidlo pro řádky) a pak provádíme součiny po přímých čárách tak, jak je naznačeno na obrázku, přičemž ve směru zleva doprava je znaménko kladné, ve  směru zprava doleva záporné.
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Příklad.
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Výpočet determinantů matic čtvrtého a vyšších řádů není vhodné provádět přímo podle definice (ani v počítačových programech), protože počet členů je příliš velký a výpočetní čas rychle roste s řádem matice. Proto se používá jiných metod, založených na vybraných vlastnostech determinantů.

Rozvoj determinantu podle prvků jedné řady.
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Definice.
Algebraickým doplňkem prvku 
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Věta.
Nechť 
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b) rozvoj determinantu podle k-tého sloupce: 
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Příklad.


[image: image618.wmf](

)

(

)

302

461614

146302

315153

531

341802320663432 .

--

-=×-×+×=

--

-

=×+-+×-=-=


Determinant byl rozvinut podle prvního řádku. Díky tomu, že prvek ve druhém sloupci prvního řádku je roven nule, odpadla nutnost počítat jeden subdeterminant druhého řádu, což urychlilo výpočet.

Poznámka.
Poslední věta převádí výpočet determinantu n-tého řádu na výpočet n subdeterminantů (n-1)-ho řádu. To samo o sobě nepřináší urychlení výpočtů. Můžeme ale počítat determinant rozvojem podle prvků té řady, která obsahuje nejvíce nulových prvků. Pak se nemusí počítat příslušné determinanty nižšího řádu a to vede k urychlení výpočtu. Navíc, před vlastním výpočtem determinantu je možné ve vybrané řadě vynulovat co nejvíce prvků použitím úprav, které nemění hodnotu determinantu (viz výše). „Maximálním programem“ je převést matici na trojúhelníkovou, tzn. vynulovat všechny prvky pod nebo nad hlavní diagonálou. Proč je to výhodné, uvidíme z následující věty.
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Věta.
Determinant trojúhelníkové (horní nebo dolní) matice (a tedy i libovolné matice diagonální) je roven součinu jejích hlavních prvků.

Důkaz.
Uvažujme např. dolní trojúhelníkovou matici 
[image: image619.wmf](

)

ik

a

º

A

 řádu n. V prvním řádku této matice může být pouze jediný nenulový prvek, diagonální prvek 
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[image: image621.wmf]1111

det 

aA

=

A

. Algebraický doplněk 
[image: image622.wmf](

)

11

111111

1

AMM

+

º-=

 je roven determinantu matice vzniklé z matice 
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 odstraněním prvního řádku a prvního sloupce. Tato matice je řádu o jedna menšího a je rovněž dolní trojúhelníková. Můžeme tudíž provést analogický rozvoj jejího determinantu podle prvního řádku. Opakováním provedených úvah dojdeme až k jednoprvkové matici 
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Otázky:

· Jak zní definice determinantu čtvercové matice? Co je to permutace množiny 
[image: image626.wmf]{
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? Co je to inverze v permutaci, znaménko permutace a jak poznáme sudou a lichou permutaci?
· Objasněte pojem subdeterminant nebo-li minor.
· Jaké základní vlastnosti determinantů znáte? Jak vypadá determinant  jednotkové matice, matice transponované a součinu matic?

· Kdy je determinant roven nule? Jak se změní hodnota determinantu, když vyměníme dvě řady nebo když libovolnou řadu vynásobíme konstantním činitelem?

· Jak se změní hodnota determinantu, přičteme-li k libovolnému řádku nebo sloupci jakoukoliv lineární kombinaci ostatních řadků nebo sloupců?

· Podle jaké výpočetní formule byste počítali determinant prvního, druhého a třetího řádu? Jak zní Sarrusovo pravidlo a kdy lze uplatnit?
· Formulujte přesně větu o rozvoji determinantu podle řádku nebo sloupce. Jaký má tato věta praktický význam?
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Shrnutí kapitoly:

Každé čtvercové matici 
[image: image627.wmf]A

 můžeme přiřadit číslo, zvané determinant, které značíme většinou 
[image: image628.wmf]det

A

 nebo 
[image: image629.wmf]D

A

 nebo svislými čarami (jako u absolutní hodnoty). Definice determinantu je poměrně abstraktní, je však třeba ji znát, i když se ve výpočetní praxi bez ní zpravidla obejdeme.

Matice, jejichž determinant je různý od nuly, nazýváme regulárními maticemi, ostatní pak singulárními. 

Subdeterminantem (minorem) nazýváme determinant matice, která vznikne z výchozí matice odebráním určitého počtu řádků nebo sloupců.

Determinanty se vyznačují mnoha zajímavými vlastnostmi. Například hodnota determinantu se nezmění, přičteme-li k libovolnému řádku (sloupci) matice jakoukoliv lineární kombinaci ostatních jejích řádků (sloupců).

Výpočet determinantů je snadný u matic prvního a druhého řádu, při použití Sarrusova pravidla také u matic třetího řádu.

Výpočet determinantů čtvrtého a vyššího řádu je již znatelně náročnější. Nejpoužívanější metodou je rozvoj determinantu podle řady, ve které vystupuje nejvíce nulových prvků. Tuto řadu si můžeme připravit pomocí vhodných operací, které nemění hodnotu determinantu.

Jednoduchý je výpočet determinantů trojúhelníkových a diagonálních matic, kdy je determinant roven součinu prvků na hlavní diagonále.

Úloha č. 1:

Vypočtěte determinant druhého řádu:

a) 
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; b) 
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; c) 
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; d) 
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Úloha č. 2:

Vypočtěte determinant třetího řádu:

a) 
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Úloha č. 3:

Vypočtěte determinant čtvrtého řádu rozvojem podle libovolné řady:
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Poznámka.

Řešte jednak přímo, jednak po předchozím použití úprav, které nemění determinant, a kterými převedete determinant na takový tvar, kdy ve vybrané řadě je co nejvíce nul.
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Řešení úloh.

1a) 
[image: image639.wmf]1

; 1b) 
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; 1c) 
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3) 
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Průvodce studiem.
V této kapitole jste se asi poprvé seznámil(a) s velmi důležitým pojmem determinantu matice, jeho vlastnostmi a základními způsoby jeho výpočtu. I zde je nutné kromě pochopení metody výpočtu získat určitou rutinu. Proto věřím, že jste si propočetl(a) všechny uvedené úlohy. Pokud jste se při tom psychicky vyčerpal(a), chvíli si odpočiňte, protože další kapitola nebude o nic jednodušší.
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2.4. inverzní matice
Budete schopni:
· spočítat matici inverzní k dané matici, a to dokonce dvěma metodami.

Klíčová slova této kapitoly:

inverzní matice, regulární matice, matice adjungovaná, Gaussova metoda inverze matic, přirozená a celočíselná mocnina matice.
V této kapitole se dozvíte:

· definici inverzní matice;
· základní vlastnosti inverzní matice;
· dvě základní metody výpočtu inverzní matice;
· definici celočíselné mocniny matice.

Čas potřebný k prostudování učiva kapitoly:
0,5 + 1,5 hodiny (teorie + řešení úloh)

[image: image1672.png]




Inverzní matice.
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Definice.
Inverzní maticí k čtvercové matici 
[image: image648.wmf]A

 nazýváme (pokud existuje) takovou matici 
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 stejného typu, pro kterou platí 
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, kde 
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 je jednotková matice.
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Věta.
Následující výroky jsou ekvivalentní:

a) Inverzní matice k matici 
[image: image652.wmf]A

 řádu n existuje.

b) Hodnost matice 
[image: image653.wmf]A

 je rovna jejímu řádu, tj. 
[image: image654.wmf](

)

hn

=

A

.

c) Determinant matice 
[image: image655.wmf]A

 je různý od nuly.

d) Matice 
[image: image656.wmf]A

 je regulární.

Poznámka.
Vidíme, že regulární matici můžeme definovat třemi způsoby:
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Vlastnosti inverzní matice.

Věta.

Pro libovolné čtvercové matice 
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, 
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 téhož řádu platí:
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Důkaz.
Důkaz druhého vzorce na základě vlastností determinantů je velmi snadný: 
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Výpočet inverzní matice.
Věta.
Inverzní matici k regulární matici 
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 lze vyjádřit ve tvaru 
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 je algebraický doplněk prvku 
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Definice.

[image: image1675.png]Nal
2N




Matici 
[image: image673.wmf](
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, tj. transponované matici algebraických doplňků, se říká matice adjungovaná.

Gaussova metoda inverze matic.
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K určení inverzní matice se kromě uvedeného výpočtu pomocí adjungované matice používá (zejména pro vyšší řády) tzv. Gaussovy metody. 

Tato metoda je založena na tom, že k inverzní matici 
[image: image674.wmf]1
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 lze přejít pomocí pouze řádkových (nebo pouze sloupcových) elementárních úprav matice 
[image: image675.wmf]A

, přičemž nejprve se snažíme dostat jednotkovou matici 
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 a pak aplikací týchž elementárních úprav ve stejném pořadí přejdeme od matice 
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 k inverzní matici 
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V praxi vždy vystačíme se třemi operacemi: přičtením lineární kombinace řádků k jinému řádku, vynásobením řádku číslem různým od nuly a přehozením pořadí řádků. Pokud není možno uvedeným postupem obdržet matici 
[image: image679.wmf]E

, je matice 
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 singulární.
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Příklad.

Výpočet inverzní matice k matici 
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Pomocí adjungované matice: Matice algebraických doplňků je 
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Gaussovou metodou: Matici 
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 a jednotkovou matici 
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 si napíšeme vedle sebe (do tzv. blokové matice) a elementární úpravy provádíme současně na obou maticích:
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Celočíselná mocnina matice.
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Definice.
Pro čtvercovou regulární matici 
[image: image689.wmf]A

 a 
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 definujeme celočíselnou mocninu takto:

a) 
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b) 
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c) 
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Poznámka.

a) Nyní tedy máme definován symbol 
[image: image694.wmf]m
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 pro libovolné celé 
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, kladné, nulové i záporné.

b) Symbol 
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 můžeme číst jako matici inverzní k matici 
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 nebo i jako 
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. mocninu matice 
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, na základě uvedené definice je to jedno.

Věta.
Obdobně jako pro číselné mocniny pro čtvercovou regulární matici 
[image: image700.wmf]A

 a 
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Poznámka.

Pozor! Některé vzorce, platné pro číselné mocniny, nelze přejímat pro maticové mocniny, zejména proto, že pro násobení matic neplatí komutativní zákon. Např. obecně může být

Shrnutí kapitoly:

Inverzní maticí k dané čtvercové matici 
[image: image704.wmf]A

 je matice stejného typu, pro kterou platí, že součin obou matic v libovolném pořadí dává jednotkovou matici. Inverzní matici značíme 
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Inverzní matice existuje pouze k maticím regulárním, tzn. takovým, jejichž determinant je různý od nuly.

Je třeba znát základní vlastnosti inverzní matice. Např. determinant inverzní matice je roven převrácené hodnotě determinantu původní matice; inverzní matice k součinu matic je rovna součinu inverzních matic (činitelů) v obráceném pořadí aj.

Vypočítat inverzní matici k dané matici lze dvěma základními způsoby. Prvním je výpočet pomocí adjungované matice (transponované matice algebraických doplňků), druhým je tzv. Gaussova metoda inverze matic. Pro vyšší řády je vhodnější Gaussova metoda, protože metoda pomocí adjungované matice vyžaduje výpočty determinantů.

Přirozenou mocninu matice 
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[image: image707.wmf]nN

Î

, která je definována jednoduše jako 
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, můžeme nyní s využitím inverzní matice zobecnit pro libovolný celočíselný základ 
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. Pro celočíselnou mocninu matice platí některé (pozor, ne všechny!) věty jako pro číselné mocniny, např. platí vzorec 
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Otázky:

· Jak je definována inverzní matice?
· K jakým maticím existuje inverzní matice?
· Uveďte základní vlastnosti inverzních matic. Jak vypadá matice inverzní k matici transponované? Jak je to s determinantem inverzní matice? Jak se dá vyjádřit inverzní matice k součinu matic?
· Jaké znáte metody výpočtu inverzní matice?
· Formulujte přesně metodu výpočtu inverzní matice pomocí matice adjungované. V čem tkví její náročnost?
· Formulujte algoritmus Gaussovy metody inverze matic.
· Definujte celočíselnou mocninu matice. Jak souvisí celočíselná mocnina matice s inverzní maticí?
Úloha č. 1:

Vypočítete inverzní matici, do třetího řádu oběma metodami, čtvrtého řádu pouze Gaussovou metodou:
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Řešení úloh:

1a) 
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Průvodce studiem.
Gratuluji! Máte za sebou další poměrně náročnou kapitolu a věřím, že úspěšně. Jestliže tomu tak není, nepodléhejte zmaru! Zkuste si pro sebe zformulovat, v čem je problém. Co konkrétně (to je velmi důležité slovo) Vám nejde? Až si to ujasníte, mělo by být daleko jednodušší najít příslušnou pasáž v textu, v příkladech nebo v doporučené literatuře. Jinak stále platí moje univerzální rada: zvolte si své optimální tempo a v případě potřeby si látku opakujte. Uvědomte si, že porozumění matematice se staví jako budova, tj. od základů. A na chabých základech toho moc nepostavíte. Ale abych skončil optimisticky: vše lze dohnat a doučit se, je to pouze otázka správného přístupu. Nakonec zjistíte, že je to vlastně snadné.
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2.5. Maticové řešení soustav lineárních rovnic
Klíčová slova této kapitoly: 

maticový zápis soustavy lineárních rovnic, matice soustavy, sloupec (vektor) neznámých, sloupec (vektor) pravých stran, rozšířená matice soustavy, Frobeniova věta, maticový zápis řešení soustavy lineárních rovnic, Cramerovo pravidlo, eliminační metoda, zpětná substituce.
V této kapitole se dozvíte:

· jak lze obecnou soustavu lineárních rovnic zapsat pomocí maticového počtu;
· přesnou formulaci podmínek řešitelnosti soustavy lineárních rovnic v maticovém tvaru (Frobeniova věta);
· že jednoznačné řešení soustavy lineárních rovnic lze vyjádřit elegantně pomocí maticového počtu, a to buď pomocí inverzní matice nebo pomocí determinantů (Cramerovo pravidlo);

· maticovou formulaci eliminační metody.

Čas potřebný k prostudování učiva kapitoly:
0,5 + 1,5 hodiny (teorie + řešení úloh)

Budete schopni:
· přehledně vyjádřit soustavu lineárních rovnic maticovým počtem;

· vyřešit soustavu lineárních rovnic třemi novými způsoby: pomocí inverzní matice, pomocí determinantů (Cramerovo pravidlo) nebo  pomocí ekvivalentních maticových úprav (Gaussova metoda).
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Maticový zápis soustavy lineárních rovnic.
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Definice.

Nechť je dána soustava m lineárních rovnic o n neznámých: 


[image: image725.wmf]11112211

21122222

1122

  ... 

  ... 

........................................

.......

  ... 

nn

nn

mmmnnm

axaxaxb

axaxaxb

axaxaxb

+++=

+++=

+++=

.

a) Matici 
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b) Matici 
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Sloupcovou matici 
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 nazýváme vektorem (sloupcem) neznámých.

d) Sloupcovou matici 
[image: image731.wmf] nazýváme vektorem (sloupcem) pravých stran.

Věta.
Soustavu 
[image: image732.wmf]m

 lineárních rovnic o 
[image: image733.wmf]n

 neznámých, uvedenou v předchozí definici, můžeme zapsat v maticovém tvaru
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Úkol.

Ověřte, že poslední maticová rovnice je typově v pořádku, tj. že součin matic na pravé straně je možný a že výsledný typ součinu je shodný s typem matice na pravé straně.

Frobeniova věta.
Věta.

Soustava lineárních rovnic je řešitelná právě tehdy, má-li matice soustavy 
[image: image735.wmf]A

 a rozšířená matice soustavy 
[image: image736.wmf]¢

A

 stejnou hodnost 
[image: image737.wmf]h

. Pak pro 
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 existuje právě jedno řešení, pro 
[image: image739.wmf]hn
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 existuje řešení nekonečně mnoho.

Poznámka.
a) Pro homogenní soustavu rovnic, tj. soustavu, jejíž vektor pravých stran 
[image: image740.wmf]b

 je nulovým vektorem, z uvedené věty plyne, že má vždy aspoň jedno řešení (protože matice rozšířená se od matice soustavy liší přidáním nulového sloupce a tato operace nemění hodnost).

b) Uvážíme-li platnost relace 
[image: image741.wmf](
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, platí v případě, kdy soustava má řešení, tj. kdy 
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[image: image743.wmf]hm
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. Jestliže je tato nerovnost v konkrétním případě ostrá, tj. 
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, znamená to, že soustava obsahuje pouze 
[image: image745.wmf]h

 signifikantních rovnic a zbytek (
[image: image746.wmf]mh

-

) jsou rovnice, které z těchto rovnic vyplývají a můžeme je jako nadbytečné vypustit.

c) Případ, kdy soustava nemá žádné řešení, tj. kdy 
[image: image747.wmf](
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, nastává právě tehdy, když se v soustavě vyskytuje aspoň jedna rovnice, která je nekompatibilní s ostatními (rovnice se navzájem vylučují).

Poznámka.

V praxi nejčastějším případem je jednoznačně řešitelná soustava, ve které žádná rovnice nechybí ani nepřebývá. Tehdy (a jen tehdy) platí 
[image: image748.wmf]mnh
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, nebo-li matice soustavy je čtvercová řádu 
[image: image749.wmf]n

 a regulární. Na tento případ se nyní zaměříme.

Maticové řešení soustavy lineárních rovnic.
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Věta.
Je-li matice 
[image: image750.wmf]A

 soustavy 
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 lineárních rovnic o 
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 neznámých 
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 regulární, je jejím řešením vektor (sloupec) proměnných 
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Důkaz.

Důkaz je triviální: 
[image: image755.wmf]1111
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, cbd. Využívá se faktu, že matice soustavy je regulární, tudíž k ní existuje matice inverzní.

Poznámka.

Uvedené řešení je formulováno pro celý vektor (sloupec) neznámých najednou. Můžeme ale jít ještě dále a pomocí maticového počtu (přesněji determinantů) elegantně vyjádřit libovolnou neznámou 
[image: image756.wmf]i
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Cramerovo pravidlo.

Věta.
Je-li matice 
[image: image757.wmf]A

 soustavy 
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 lineárních rovnic o 
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 neznámých 
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 regulární, pak 
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-tá neznámá se dá vyjádřit ve tvaru
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 je determinant matice, která vznikne z matice soustavy 
[image: image765.wmf]A

 tak, že v ní i-tý sloupec nahradíme vektorem pravých stran 
[image: image766.wmf]b

.
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Eliminační metoda.

V praxi soustavy rovnic řešíme nejčastěji eliminační metodou. Vycházíme z rozšířené matice soustavy a promyšleným přičítáním a odečítáním vhodných násobků jednotlivých řádků převádíme tuto matici na horní trojúhelníkovou. Máme-li vynulovány všechny prvky pod hlavní diagonálou, pak z posledního (
[image: image767.wmf]n

-tého) řádku vypočteme přímo 
[image: image768.wmf]n

-tou neznámou 
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 a tzv. zpětnou substitucí postupně dopočteme ostatní proměnné od 
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Příklad.

Řešení soustavy rovnic 
[image: image772.wmf]21
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 eliminační metodou:

Rozšířenou maticí soustavy je matice 
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. Odečtením trojnásobku prvního řádku od druhého řádku vynulujeme první člen druhého řádku:
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Tím jsme matici převedli na horní trojúhelníkovou. Z posledního (tj. druhého) řádku získané matice dostáváme rovnici 
[image: image776.wmf]71
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, odkud 
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. Tento výsledek dosadíme do rovnice 
[image: image778.wmf]21
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, která plyne z předposledního (tj. prvního) řádku získané matice. Obdržíme rovnici 
[image: image779.wmf](
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Poznámka.

Shrnutí kapitoly:

Soustavu 
[image: image781.wmf]m

 lineárních rovnic o 
[image: image782.wmf]n

 neznámých můžeme zapsat v maticovém tvaru 
[image: image783.wmf]=

Axb

, kde tzv. matice soustavy 
[image: image784.wmf]A

 je matice koeficientů u jednotlivých neznámých, sloupcová matice 
[image: image785.wmf]x

 je vektor (sloupec) neznámých a 
[image: image786.wmf]b

 je vektor (sloupec) pravých stran. Zavádí se dále rozšířená matice soustavy 
[image: image787.wmf]¢
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 jako matice soustavy 
[image: image788.wmf]A

, ke které je zprava připsán sloupec 
[image: image789.wmf]b

 pravých stran.

Soustava lineárních rovnic může mít nula řešení, jedno řešení nebo nekonečně mnoho řešení. O řešitelnosti soustavy lineárních rovnic pojednává Frobeniova věta. Řešitelnost soustavy závisí na hodnosti matice soustavy 
[image: image790.wmf]A

 a hodnosti rozšířené matice soustavy 
[image: image791.wmf]¢

A

.

V praxi je nejčastěji třeba řešit soustavu, kdy počet neznámých odpovídá počtu rovnic a jejíž matice 
[image: image792.wmf]A

 je regulární. Pak 
[image: image793.wmf]i

-tou neznámou lze podle Cramerova pravidla explicitně vyjádřit jako podíl dvou determinantů.

V praxi se pro řešení soustav lineárních rovnic vyšších řádů používá nejčastěji eliminační metoda, vycházející z rozšířené matice soustavy.

Řešení uvedené v předchozím příkladu je názorné, ale jeví se zbytečně složitým. Výhody Gaussovy metody se totiž projeví až u soustav s větším počtem rovnic. 
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Otázky.

· Jak lze obecnou soustavu lineárních rovnic zapsat pomocí maticového počtu? Definujte matici soustavy, sloupec neznámých, sloupec pravých stran, rozšířenou matici soustavy. Jaká maticová operace vystupuje v požadovaném zápisu?
· Čeho se týká a jak přesně zní Frobeniova věta?
· Kolika způsoby můžeme maticově zapsat řešení soustavy lineárních rovnic v případě, že počet rovnic je roven počtu neznámých a matice soustavy je regulární? Čím se tyto způsoby liší?
· Formulujte přesně řešení soustavy lineárních rovnic pomocí inverzní matice soustavy. Kdy lze tento způsob použít?

· Formulujte přesně řešení soustavy lineárních rovnic pomocí Cramerova pravidla. Za jakých podmínek lze toto „pravidlo“ použít?

· Jaká je základní idea eliminační metody?
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Úloha č. 1.

Vyřešte soustavu lineárních rovnic (je-li to možné) Cramerovým pravidlem, pomocí inverzní matice soustavy a eliminační metodou:
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Řešení úloh.

1a) Právě jedno řešení 
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1c) Žádné řešení; 1d) Právě jedno řešení 
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1e) Právě jedno řešení 
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Průvodce studiem.
Možná Vás v předchozích kapitolách napadla myšlenka „k čemu je to vlastně všechno dobré?“. Tato kapitola je první odpovědí. Snad mi dáte za pravdu, že řešení lineárních rovnic maticovým počtem je velmi elegantní a pro větší soustavy i velmi efektivní metodou. Věřte tomu, že maticová algebra je nepostradatelným nástrojem ve všech přírodních, technických a také v moderně pojatých humanitních vědách. 

Doporučuji nyní malou přestávku, nechejte nastudovanou problematiku trochu usadit, protože Vás čeká závěrečná kapitolka maticové algebry, na kterou je třeba mít jasnou hlavu!
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2.6. Vlastní čísla a vektory matic
Klíčová slova této kapitoly:

vlastní (charakteristické) číslo a vektor matice, charakteristická matice, charakteristický polynom, hermitovská, ortogonální a unitární matice, podobnost matic, podobnostní transformace.
V této kapitole se dozvíte:

· jak jsou definována vlastní (charakteristická) čísla a vektory čtvercové matice;
· co je to charakteristická matice a charakteristický polynom příslušný k dané čtvercové matici;
· jak vypočítat vlastní čísla obecných matic a speciálně trojúhelníkových matic;

· definici hermitovské, ortogonální a unitární matice, jejich vlastnosti týkající se vlastních čísel a vektorů;

· co jsou to podobnostní transformace a jak souvisejí s vlastními čísly matic.

Čas potřebný k prostudování učiva kapitoly:
0,75 + 1,0 hodiny (teorie + řešení úloh)

Budete schopni:
· nalézt vlastní čísla a příslušné vlastní vektory dané matice;

· rozpoznat hermitovskou, unitární a ortogonální matici.
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Definice.
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Nechť je dána čtvercová matice 
[image: image806.wmf]A

 řádu 
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 a nenulový vektor (sloupcová matice) 
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 typu 
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tzn. vynásobení vektoru 
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 zleva maticí 
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 je ekvivalentní vynásobení vektoru 
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 určitým číslem 
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, nazýváme vektor 
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 vlastním (charakteristickým) vektorem matice 
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 a číslo 
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 příslušným vlastním (charakteristickým) číslem matice 
[image: image818.wmf]A

.

Charakteristická matice a polynom.

Definice.
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Charakteristickou maticí čtvercové matice 
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 nazýváme matici 
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kde veličina 
[image: image821.wmf]l

 je reálná nebo komplexní proměnná.

Poznámka.

Charakteristická matice je zřejmě funkcí proměnné 
[image: image822.wmf]l

.
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Definice.
Polynom 
[image: image823.wmf](
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-tého stupně v proměnné 
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, tj. determinant matice charakteristické k matici 
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, nazýváme charakteristickým polynomem.
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Příklad.

Charakteristickým polynomem matice 
[image: image827.wmf]21
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tj. polynom druhého stupně.

Výpočet vlastních čísel.

Věta.
Vlastními čísly matice 
[image: image829.wmf]A

 jsou kořeny 
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 charakteristického polynomu 
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Poznámka.

Uvedená věta teoreticky řeší problém nalezení vlastních čísel, ale prakticky není situace tak růžová, protože nalezení kořenů polynomu vyššího než třetího stupně není snadné.
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Příklad.

Je dána matice 
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. Její vlastní čísla nalezneme jako kořeny charakteristického polynomu: 
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Vlastní vektor 
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. Jedná se o maticově zapsanou homogenní (tj. bez pravé strany) soustavu dvou lineárních rovnic o dvou neznámých, jejíž maticí je charakteristická matice k matici 
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 s dosazenou hodnotou 
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. Tuto soustavu snadno vyřešíme. Protože matice soustavy je singulární (determinant je roven nule), očekáváme nekonečně mnoho řešení:
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Volíme např. 
[image: image844.wmf]1
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 je reálný (nebo i komplexní) parametr, pak z první rovnice soustavy 
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, příslušným vlastnímu číslu 
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Obdobně nalezneme vlastní vektory 
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Volbou např. 
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 obdržíme z první rovnice soustavy 
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. Vlastním vektorem 
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Poznámka.

Vlastní vektory jsou určeny až na libovolný nenulový multiplikativní činitel 
[image: image860.wmf]k

, což plyne z definice vlastních vektorů a platí zcela obecně.

Věta.
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Vlastní čísla trojúhelníkové matice jsou rovna prvkům v hlavní diagonále (hlavním prvkům).

Důkaz.

Protože determinant trojúhelníkové matice je roven součinu hlavních prvků, je charakteristický polynom trojúhelníkové matice dán jednoduchým součinem 
[image: image861.wmf](
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, jehož kořeny jsou zjevně čísla 
[image: image862.wmf]11
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Úkol.

Určete zpaměti vlastní čísla matice 
[image: image865.wmf]12
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. Ověřte Váš výsledek výpočtem přes kořeny charakteristického polynomu!

Hermitovské, ortogonální a unitární matice, jejich vlastní čísla a vektory.
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Definice.
a) Hermitovskou (hermitovsky symetrickou) maticí nazýváme matici, pro niž 
[image: image866.wmf]T
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, neboli 
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 (pruh značí komplexní sdružení, horní index + tzv. hermitovské sdružení, tzn. současnou transpozici matice a její komplexní sdružení).

b) Ortogonální maticí rozumíme matici, pro kterou platí 
[image: image868.wmf]1T
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.

c) Unitární maticí rozumíme matici, pro kterou platí 
[image: image869.wmf]1T+
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=º

AAA

.

Poznámka.

Všechny tři typy matic mají v přírodních vědách velmi významné uplatnění.
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Věta.
a) Vlastní čísla hermitovské matice jsou reálná.

b) Vlastní čísla reálné symetrické matice jsou reálná.

c) Modul (absolutní hodnota) každého vlastního čísla unitární matice je roven jedné.

d) Vlastní vektory hermitovské nebo unitární matice příslušné různým vlastním číslům jsou navzájem ortogonální.

Vlastní čísla a podobnostní transformace.

[image: image1710.png]


Definice.

Čtvercové matice 
[image: image870.wmf]A

, 
[image: image871.wmf]B

 téhož řádu nazýváme podobnými, existuje-li taková matice 
[image: image872.wmf]P

, že platí 
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Uvedený přechod od matice 
[image: image874.wmf]A

 k matici 
[image: image875.wmf]B

 nazýváme podobnostní transformací.

Věta.
Podobné matice mají stejný charakteristický mnohočlen, stejná vlastní čísla a stejnou stopu.

Věta.

a) Nechť 
[image: image876.wmf]A

 je hermitovská matice. Pak existuje unitární matice 
[image: image877.wmf]U

 taková, že matice 
[image: image878.wmf]1
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 je diagonální (a reálná).

b) Nechť 
[image: image879.wmf]A

 je reálná symetrická matice. Pak existuje reálná ortogonální matice 
[image: image880.wmf]P

 taková, že matice 
[image: image881.wmf]1

-

PAP

 je diagonální (a samozřejmě také reálná).

Poznámka.

V posledních dvou větách je skryta základní idea numerických výpočtů vlastních čísel. Matice se vhodnou podobnostní transformací převede na trojúhelníkový (nebo dokonce diagonální) tvar, pro který, jak již víme, platí, že vlastní čísla jsou totožná s hlavními prvky. Protože podobnostní transformace nemění vlastní čísla, jsou nalezená čísla také vlastními čísly původní matice.

Shrnutí kapitoly:

Problém vlastních čísel a vlastních vektorů hraje v moderních partiích přírodních věd nezastupitelnou roli. K jeho pochopení je nutno nadefinovat základní pojmy.

Vlastní číslo 
[image: image882.wmf]l

 a příslušný vlastní vektor (sloupcová matice) 
[image: image883.wmf]u

 jsou definovány rovnicí 
[image: image884.wmf]l

=

Auu

.

Charakteristickou maticí čtvercové matice 
[image: image885.wmf]A

 nazýváme matici 
[image: image886.wmf]l
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, kde veličina 
[image: image887.wmf]l

 je reálná nebo komplexní proměnná.

Charakteristickým polynomem nazýváme determinant matice charakteristické k matici 
[image: image888.wmf]A

, tj. 
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Problém nalezení vlastních čísel matice teoreticky řeší tato věta: Vlastními čísly matice 
[image: image890.wmf]A

 jsou kořeny charakteristického polynomu 
[image: image891.wmf](
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Prakticky je ale hledání kořenů polynomů vyšších stupňů obecně náročným problémem. Pouze u trojúhelníkových matic platí jednoduchý výsledek, že jejich vlastní čísla jsou přímo rovna hlavním prvkům.

Často používají tzv. hermitovské, ortogonální a unitární matice. Jejich vlastní čísla a vektory mají zajímavé vlastnosti.

Numerické metody výpočtu vlastních čísel jsou založeny na tzv. podobnostních transformacích, tj. na transformacích tvaru 
[image: image892.wmf]1
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. Platí totiž, že podobnostní transformace vlastní čísla nemění. Stačí proto vhodnou podobnostní transformací přejít od dané matice k matici trojúhelníkové, u které vlastní čísla určíme přímo.
[image: image1711.png]



Otázky:

· Definujte vlastní (charakteristická) čísla a vektory čtvercové matice.
· Definujte charakteristickou matici a polynom dané matice.
· Jak souvisejí vlastní čísla a charakteristický polynom čtvercové matice?
· Jak vypočteme vlastní čísla trojúhelníkové (nebo diagonální) matice? Podejte důkaz!

· Jak je definována hermitovská, ortogonální a unitární matice? Co je to hermitovské sdružení?

· Co platí pro vlastní čísla hermitovské, reálné symetrické a unitární matice?

· Co platí pro vlastní vektory hermitovské nebo unitární matice, příslušné různým vlastním číslům?

· Co je to podobnostní transformace a které matice nazýváme podobnými?

· Co platí pro charakteristický mnohočlen a vlastní čísla podobných matic?

· Jaká je základní idea numerických algoritmů pro výpočet vlastních čísel?
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Úloha č. 1:

Nalezněte vlastní čísla a vektory matice:

a) 
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Řešení úloh:
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Průvodce studiem.
Tato kapitola byla pro Vás asi nejnáročnější, ale doufám, že jste ji zvládl(a) bez větších problémů. Ukončil(a) jste rozsáhlou část tohoto kurzu věnovanou maticové algebře. Zbývá poslední třetina, věnovaná základům analytické geometrie.
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Korespondenční úkoly.

Navrhněte si sám (sama) dvě libovolné, netriviální matice 
[image: image905.wmf]A

, 
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 typu 
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.
1. Vypočtěte jejich součiny 
[image: image908.wmf]=×
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 a 
[image: image909.wmf]=×
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.

2. Vypočtěte determinanty matic 
[image: image910.wmf]A

, 
[image: image911.wmf]B

, 
[image: image912.wmf]C

. Jaké vztahy mezi vypočtenými determinanty musí platit?

3. Vypočtěte inverzní matici k matici 
[image: image913.wmf]A

 (pokud není regulární, zvolte jinou) metodou adjungované matice a Gaussovou metodou.

4. Vyškrtnutím druhého sloupce a druhého řádku z matice 
[image: image914.wmf]A

 vytvořte matici 
[image: image915.wmf]M

 typu 
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. Vypočtěte determinant a vlastní čísla a vektory této matice 
[image: image917.wmf]M

.

3. Úvod do ANALYTICKÉ GEOMETRIE

3.1. ANALYTICKÁ GEOMETRIE PŘÍMKY
Budete schopni:
· formulovat rovnice přímky dané dvěma body v rovině a prostoru;

· vypočítat vzdálenost bodu a přímky v rovině a prostoru;

· vypočítat vzdálenost dvou rovnoběžných přímek v rovině a prostoru;

· vypočítat vzdálenost dvou mimoběžných přímek v prostoru.

Klíčová slova této kapitoly: 

polohový vektor bodu, vzdálenost bodů, parametrická, obecná (normálová) a směrnicová rovnice přímky, vzájemná poloha bodu a přímky, vzdálenost bodu a přímky, vzájemná poloha dvou přímek, vzdálenost dvou přímek.
V této kapitole se dozvíte:

· jak popsat bod v rovině a v prostoru;

· vzorec na výpočet vzdálenosti dvou bodů;

· základní tvary rovnice přímky v rovině a v prostoru;

· jak analyzovat vzájemnou polohu bodu a přímky v rovině a v prostoru včetně jejich vzdálenosti;

· jak analyzovat vzájemnou polohu dvou přímek v rovině a v prostoru včetně jejich vzdálenosti.

Čas potřebný k prostudování učiva kapitoly:
0,75 + 1,0 hodiny (teorie + řešení úloh)
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Popis bodu.

[image: image1718.png]


V geometrii se body značí velkými písmeny, např. A, B atd. Zavedeme-li kartézský souřadný systém, můžeme každý bod jednoznačně popsat jeho polohovým vektorem, např. 
[image: image918.wmf]a

, 
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 atd. Obecný polohový vektor se často značí 
[image: image920.wmf]r

 (radius vektor) a jeho složky 
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 (v rovině) nebo 
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 (v prostoru). Většinou ale používáme k rozlišení složek vektorů číselné indexy 
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 (v rovině) nebo 
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 (v prostoru).

Vzdálenost dvou bodů.
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Vzdálenost dvou bodů A, B je dána (Euklidovskou) velikostí rozdílu jejich polohových vektorů:
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 v rovině a 
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 v prostoru.

Parametrická rovnice přímky v rovině a prostoru.
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Parametrická rovnice přímky má tvar
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 je polohový vektor libovolného bodu X přímky, 
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 jsou polohové vektory dvou různých pevně zvolených bodů A, B (určujících přímku) a 
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 je parametr, probíhající všechny reálné hodnoty. Vektor
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se nazývá směrový vektor a je rovnoběžný se směrem přímky. Všimněte si, že probíhá-li parametr t interval 
[image: image940.wmf]0,1

, probíhá bod P úsečku 
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.

Poznámka.

1) Uvedená vektorová rovnice obsahuje v sobě dvě (v rovině), resp. tři (v prostoru) skalární rovnice 
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 pro souřadnice bodů X, A, B.

2) Výběr bodů A, B, potažmo směrového vektoru 
[image: image945.wmf]u

 přímky je libovolný, což znamená, že tvar parametrické rovnice pro danou přímku není určen jednoznačně.

Obecná (normálová) rovnice přímky v rovině.
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Obecnou rovnicí přímky v rovině je rovnice tvaru
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kde 
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 nebo 
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 je různé od nuly a 
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 jsou souřadnice libovolného bodu přímky, 
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 jeho polohový vektor a 
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 tzv. normálový vektor přímky.

Obecnou rovnici přímky lze odvodit z její parametrické rovnice vyloučením parametru t (viz příklad). Tím bychom také zjistili, že platí 
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 je výše zmíněný směrový vektor přímky. Platí tedy 
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 (možno se přesvědčit skalárním součinem), odkud plyne označení vektoru 
[image: image958.wmf]n

 jako normálového vektoru přímky.
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Příklad.

Je dána parametrická rovnice přímky 
[image: image959.wmf]p

 v rovině 
[image: image960.wmf](
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. Obecnou rovnici získáme následujícím postupem, takzvaným vyloučením parametru.

1. Původní vektorovou rovnici si přepíšeme na dvě rovnice skalární: 
[image: image961.wmf]3
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[image: image962.wmf]22

yt

=-

.

2. Z první rovnice vyjádříme parametr: 
[image: image963.wmf]3
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.

3. Dosadíme výsledek do druhé rovnice: 
[image: image964.wmf](
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4. Získanou rovnici upravíme na standardní tvar: 
[image: image965.wmf](
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image966.wmf]Û



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image967.wmf]280
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Směrnicový tvar rovnice přímky v rovině.
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Směrnicovým tvarem rovnice přímky v rovině je rovnice tvaru
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 jsou souřadnice libovolného bodu přímky. Směrnice k je tangenta úhlu, který svírá přímka s kladným směrem osy 
[image: image971.wmf]x

. Vztah mezi koeficienty 
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 obecné rovnice a koeficienty 
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, které obdržíme, když z obecné rovnice vypočteme y. Směrnicový tvar nelze použít, je-li 
[image: image978.wmf]0
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, tj. přímka je rovnoběžná s osou y.

Pozor! Obecná ani směrnicová rovnice přímky v prostoru neexistuje! Důvod je prostý. Jediná rovnice snižuje počet nezávislých souřadnic o jednu, popisuje proto v prostoru dvojrozměrný útvar (plochu), ale přímka jakožto křivka je jednorozměrným útvarem.

Úkol.
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Vyjmenujte zpaměti jednotlivé typy rovnice přímky v rovině a prostoru!

Vzájemná poloha bodu a přímky v rovině a prostoru.

Bod P je prvkem přímky 
[image: image979.wmf]p

 (
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Î

) právě tehdy, pokud jeho souřadnice vyhovují rovnici této přímky.

V rovině je vzdálenost bodu 
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[image: image983.wmf](
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V prostoru je vzdálenost bodu 
[image: image984.wmf]P

 s polohovým vektorem 
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 od přímky 
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Tento vzorec můžeme použít také v rovině, zavedeme-li u vektorů nulové třetí složky.
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Úkol.

Prostudujte si důkladně oba předchozí vzorce a pokuste se je zpaměti reprodukovat. Je třeba si je pamatovat alespoň po dobu studia tohoto kurzu.

Vzájemná poloha dvou přímek v rovině a prostoru.

Přímky p, q mohou být:

a) totožné, pokud mají neprázdný průnik a jejich směrové vektory jsou kolineární (rovnoběžné);

b) [image: image1729.png]


rovnoběžné různé, pokud mají prázdný průnik a jejich směrové vektory jsou kolineární;

c) různoběžné, pokud mají neprázdný průnik a jejich směrové vektory nejsou kolineární;

V prostoru navíc:

d) mimoběžné, pokud mají prázdný průnik a jejich směrové vektory nejsou kolineární.

Vyšetření polohy dvou přímek spočívá tedy nejprve ve zjištění, zda jejich směrové vektory jsou či nejsou kolineární, a poté v určení, zda jejich průnik je prázdný či neprázdný.
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Vzdálenost dvou rovnoběžek je dána vzdáleností libovolného bodu jedné přímky od druhé přímky.
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Vzdálenost dvou mimoběžek 
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 je smíšený součin vektorů 
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Úkol.

Prostudujte si důkladně předchozí vzorec a pokuste se je zpaměti reprodukovat. Je třeba si jej pamatovat alespoň po dobu studia tohoto kurzu.
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Odchylka přímek (různoběžných i mimoběžných) je ostrý, příp. pravý úhel 
[image: image993.wmf]a

, který svírají směrové vektory 
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 těchto přímek. Platí tedy vztah 
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Shrnutí kapitoly:

Analytická geometrie se zabývá matematickým popisem geometrických objektů.

Bod popisujeme příslušným polohovým vektorem, v rovině dvourozměrným, v prostoru trojrozměrným. Vzdálenost mezi dvěma body počítáme Euklidovskou formulí.

Přímku v rovině a v prostoru lze popsat parametrickou rovnicí 
[image: image997.wmf]t
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rau

. V rovině navíc existuje obecná (normálová) rovnice přímky 
[image: image998.wmf]0
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 snadno přejít ke směrnicové rovnici 
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Vzájemná poloha bodu a přímky je dána především faktem, zda bod na přímce leží nebo neleží. To rozhodneme snadno podle toho, zda jeho souřadnice splňují nebo nesplňují rovnici přímky. Pro vzdálenost bodu od přímky existuje v rovině i v prostoru jednoduchý vzorec.

Vzájemnou polohu dvou přímek vyšetřujeme nejlépe pomocí jejich směrových vektorů a průniku. Přímky mohou být totožné, rovnoběžné různé, různoběžné a v prostoru také mimoběžné. Ve všech čtyřech případech lze snadno spočítat vzdálenost přímek a jejich odchylku, nebo-li ostrý, příp. pravý úhel 
[image: image1002.wmf]a

, který svírají.
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známý z vektorové algebry. V rovině lze místo směrových vektorů užít normálové vektory.

Otázky:

· Jak popisujeme bod v rovině a v prostoru?

· Napište vzorec, kterým počítáme vzdálenost dvou bodů.

· Vyjmenujte známé tvary rovnice přímky v prostoru a v rovině.

· Formulujte parametrický tvar rovnice přímky. Jak se tento tvar liší v rovině a v prostoru?

· Formulujte obecný tvar rovnice přímky. Jak tento tvar odvodíme z parametrického tvaru?

· Formulujte směrnicový tvar rovnice přímky. Kdy lze použít?

· Jaký je fundamentální důvod, proč v prostoru neexistuje obecný ani směrnicový tvar rovnice přímky?

· Jakou vzájemnou polohu může mít bod a přímka? Jak tuto polohu určíme na základě jejich rovnic?

· Jakým vzorcem vypočteme vzdálenost bodu a přímky v rovině a v prostoru?

· Jakou vzájemnou polohu mohou mít dvě přímky v rovině a v prostoru? Jak tuto polohu určíme na základě jejich rovnic?

· Jak vypočteme vzdálenost dvou rovnoběžek a jak vzdálenost dvou mimoběžek?

Úloha č. 1:

Napište parametrickou a obecnou (normálovou) rovnici přímky, procházející body:

a) 
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Úloha č. 2:

Vypočtěte vzdálenosti dvojic geometrických útvarů:

a) 
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Úloha č. 3:

Vyšetřete vzájemnou polohu přímek:
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Řešení úloh:

1a) Parametrická rovnice 
[image: image1017.wmf](
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1b) Parametrická rovnice 
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Pozor, vaše správné výsledky nemusí být přesně totožné s uvedenými, ale musí být ekvivalentní!

2a) 
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3a) Různoběžky, 
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Průvodce studiem.
První kapitolka z analytické geometrie je úspěšně za Vámi. Myslím, že nebyla příliš obtížná, což je dáno tím, že body a přímky jsou velice jednoduché útvary. Nicméně pár ne zrovna triviálních vzorečků v ní, jak jste zjistil(a), bylo. Berte to tak, že je nutné také cvičit paměť. Obecně vzato, porozumění matematice vyžaduje propojení paměťového a logického myšlení. Je třeba si vytvořit jakési paměťové háčky (zejména definice a důležité věty a vzorce), na kterých je zavěšena logická síť dané problematiky.
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3.2. ANALYTICKÁ GEOMETRIE roviny
Klíčová slova této kapitoly: 

rovina, parametrická rovnice roviny, obecná (normálová) rovnice roviny, normálový vektor, vzájemná poloha bodu a roviny, vzdálenost bodu a roviny, vzájemná poloha přímky a roviny, vzdálenost přímky a roviny,.odchylka přímky a roviny, vzájemná poloha dvou rovin, vzdálenost dvou rovin,.odchylka dvou rovin, průsečnice rovin.
V této kapitole se dozvíte:

· jak popsat rovinu v třídimenzionálním prostoru;

· jak analyzovat vzájemnou polohu bodu a roviny včetně jejich vzdálenosti;

· jak analyzovat vzájemnou polohu přímky a roviny včetně jejich vzdálenosti a odchylky;

· jak analyzovat vzájemnou polohu dvou rovin včetně jejich vzdálenosti a odchylky;

· co je to průsečnice dvou rovin a jak ji určit.

Čas potřebný k prostudování učiva kapitoly:
0,5 + 1,0 hodiny (teorie + řešení příkladů)

Budete schopni:
· formulovat rovnice přímky dané dvěma body v rovině a prostoru;

· vypočítat vzdálenost bodu a přímky v rovině a prostoru;

· vypočítat vzdálenost dvou rovnoběžných přímek v rovině a prostoru;

· vypočítat vzdálenost dvou mimoběžných přímek v prostoru.
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Poznámka.

V této kapitole pracujeme výhradně v třídimenzionálním prostoru a v kartézských souřadnicích.

Parametrická rovnice roviny.
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Parametrická rovnice roviny v prostoru má tvar 
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kde 
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 je polohový vektor libovolného bodu X roviny, 
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, 
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 jsou polohové vektory tří různých pevně zvolených bodů A, B, C (určujících rovinu) a 
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 jsou parametry, probíhající všechny reálné hodnoty. 

Vektory 
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 jsou směrové vektory přímek AB, AC, ležících v dané rovině.

Uvedená vektorová rovnice obsahuje v sobě tři skalární rovnice
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pro souřadnice bodů X, A, B, C.

Obecná rovnice roviny.
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Obecnou (normálovou) rovnicí roviny v prostoru je rovnice tvaru
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 jsou souřadnice libovolného bodu přímky a vektor 
[image: image1041.wmf](

)

,, 

xyz

=

r

 jeho polohový vektor. Vektor 
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 (možno se přesvědčit skalárním součinem), tudíž je kolmý k celé rovině a nazývá se normálovým vektorem roviny.

Obecnou rovnici roviny lze odvodit z parametrického vyjádření vyloučením parametrů t, s.
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Úkol.

Formulujte zpaměti obě uvedené rovnice roviny v prostoru!

Vzájemná poloha bodu a roviny.
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Bod P je prvkem roviny 
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[image: image1046.wmf]P

r

Î

) právě tehdy, pokud jeho souřadnice vyhovují rovnici této roviny.

Vzdálenost bodu 
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Úkol.

Prostudujte pečlivě a napište zpaměti předchozí vzorec pro vzdálenost bodu od roviny!

Vzájemná poloha přímky a roviny.

Přímka 
[image: image1051.wmf]p

 může k rovině 
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 zaujímat tyto polohy:

a) [image: image1750.png]
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 leží v rovině 
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[image: image1059.wmf]p

 je i bodem roviny 
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 (stačí to dokázat pro dva body);

b) 
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c) 
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 protíná rovinu 
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 v jediném bodě P.

Vyšetřit vzájemnou polohu roviny a přímky můžeme následovně. Podle skalárního součinu směrového vektoru přímky a normálového vektoru roviny zjistíme, zda je přímka rovnoběžná s rovinou (skalární součin roven nule) nebo ne (pak je různoběžná). Pokud je rovnoběžná, zvolíme libovolný bod přímky a zjistíme, zda patří také do roviny, a podle toho rozhodneme, zda je přímka částí roviny nebo nikoliv.
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Vzdálenost přímky od roviny s ní rovnoběžné je rovna vzdálenosti libovolného bodu této přímky od dané roviny.
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Odchylka přímky p od roviny 
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 je doplňkový úhel 
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 sevřenému směrovým vektorem přímky a normálovým vektorem roviny, tudíž
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Vzájemná poloha dvou rovin v prostoru.

Nechť jsou dány dvě roviny 
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a) totožné, je-li 
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b) rovnoběžné různé, je-li 
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c) různoběžné, jestliže normálové vektory 
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Vzdálenost dvou rovnoběžných rovin je rovna vzdálenosti libovolného bodu jedné roviny od druhé roviny.
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Odchylka dvou rovin je dána úhlem 
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, který svírají jejich normálové vektory. Spočítáme nejlépe standardně přes skalární součin těchto vektorů:
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Průsečnice různoběžných rovin.
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Průsečnicí dvou různoběžných rovin je přímka, společná oběma rovinám. Lze ji nalézt různými způsoby. Můžeme třeba najít dva body průsečnice (např. řešením soustavy obecných rovnic obou rovin) a pak napsat parametrickou rovnici přímky, určené těmito body. Nebo stačí najít jediný bod průsečnice a její směrový vektor určit jako vektorový součin normálových vektorů obou rovin. Průsečnice musí být totiž kolmá k oběma normálovým vektorům, protože je částí obou rovin.

Otázky:

· Jakými rovnicemi popisujeme rovinu v třírozměrném prostoru?

· Formulujte parametrickou rovnici roviny. Porovnejte ji s parametrickou rovnicí přímky.

· Formulujte obecnou rovnici roviny. Proč se tato rovnice nazývá také normálovou? Porovnejte ji s obecnou rovnicí přímky v rovině.

· Jakou vzájemnou polohu mohou mít bod a rovina? Jak ji určíme?

· Jakým vzorcem počítáme vzdálenost bodu a roviny?

· Jakou vzájemnou polohu mohou mít přímka a rovina? Jak ji určíme?

· Jak počítáme vzdálenost přímky a roviny s ní rovnoběžné?

· Jak je definována a jak počítáme odchylku přímky a roviny?

· Jakou vzájemnou polohu mohou mít dvě roviny? Jak ji určíme?

· Jak počítáme vzdálenost dvou rovnoběžných rovin?

· Jak počítáme odchylku dvou rovin?

· Co je to průsečnice dvou rovin a jaké má vlastnosti? Jak byste ji nalezli?
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Shrnutí kapitoly:

Rovinu v třídimenzionálním prostoru popisujeme parametrickou rovnicí 
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Vzájemnou polohu bodu a roviny určíme snadno podle toho, zda souřadnice bodu vyhovují rovnici roviny nebo nikoliv. Vzdálenost bodu od roviny lze spočítat snadno podle jednoduchého vzorce, analogického vzorci pro výpočet vzdálenosti bodu a přímky v rovině.

Přímka a rovina mohou být navzájem rovnoběžné a různoběžné, v prvním případě navíc přímka může a nemusí být částí roviny. O vzájemné poloze rozhodneme pomocí směrového vektoru přímky, normálového vektoru roviny a průniku obou útvarů.

Vzdálenost přímky od roviny s ní rovnoběžné určíme snadno jako vzdálenost libovolného bodu přímky od této roviny. Odchylku přímky od roviny definujeme jako doplněk do 
[image: image1091.wmf]2
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 úhlu mezi směrovým vektorem přímky a normálovým vektorem roviny. Lze ji spočítat jednoduchým vzorcem.

Vzájemná poloha dvou rovin může být trojího druhu. Roviny mohou být totožné, rovnoběžné různé a různoběžné. Polohu vyšetříme snadno využitím polohových vektorů rovin a průniku obou útvarů.

Vzdálenost rovnoběžných rovin opět snadno vypočteme jako vzdálenost libovolného bodu jedné roviny od druhé roviny. Odchylku dvou rovin počítáme standardně jako úhel jejich normálových vektorů.

Průnikem dvou různoběžných rovin je přímka zvaná průsečnice. Tato přímka musí být nutně kolmá k normálovým vektorům obou rovin.

Úloha č. 1:

Napište obecnou rovnici roviny, určené body 
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Návod.

Řešte jednak vyloučením parametrů z parametrického tvaru, jednak výpočtem normálového vektoru užitím vektorového součinu.
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Úloha č. 2:

Vypočtěte vzdálenosti dvojic geometrických útvarů:

a) 
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Úloha č. 3:

Vyšetřete vzájemnou polohu roviny 
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. Určete také jejich průsečnici, existuje-li.
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Řešení úloh:

1) Obecná rovnice: 
[image: image1103.wmf]46160
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.

Pozor! Váš správný výsledek může být odlišný od uvedeného, musí s ním být ale ekvivalentní.
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3) Roviny jsou různoběžné, odchylka 
[image: image1107.wmf]79,1
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, průsečnicí je přímka 
[image: image1108.wmf](
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(pozor, tvar závisí na volbě parametru).
Průvodce studiem.
Také druhá kapitolka z analytické geometrie by pro Vás neměla být obtížná. Asi jste si všimnul(a), že v této i předchozí kapitole se hodně využívá poznatků a představ z vektorové algebry. Je to pěkný příklad toho, že matematiku je třeba budovat zdola, jednotlivé poznatky na sebe navazují. Nezapomínejte také, že porozumění matematice (a ovšem i jiným vědám, ale u matematiky a ostatních exaktních věd to platí dvojnásob) chce také určitý čas a samovolný vývoj. Proto nevěšte hlavu a naopak zvyšte své úsilí. Věřte, že nakonec budete odměněn(a) příjemným pocitem, že něco umíte.
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3.3. ANALYTICKÁ GEOMETRIE kružnice a koule
Klíčová slova této kapitoly: 

středová rovnice, obecná rovnice, parametrická rovnice, kružnice, kruh, kulová plocha, koule, vzájemná poloha geometrických útvarů.
V této kapitole se dozvíte:

· jak popsat kružnici a kruh v rovině;

· jak určit vzájemnou polohu bodu nebo a kružnice, resp. bodu a kruhu;

· jakými metodami určit vzájemnou polohu přímky a kružnice;

· jak popsat kulovou plochu a kouli v prostoru;

· jak určit vzájemnou polohu bodu a kulové plochy, resp. bodu a koule;

· jakými metodami určit vzájemnou polohu přímky nebo roviny a kulové plochy.

Čas potřebný k prostudování učiva kapitoly:
0,5 + 1,0 hodiny (teorie + řešení úloh)

Budete schopni:
· zjistit, zda daná rovnice je rovnicí kružnice nebo kulové plochy;

· určit vzájemnou polohu přímky a kružnice, přímky a kulové plochy a roviny a kulové plochy, zejména vyšetřit průnik jednotlivých útvarů.
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Kružnice v rovině.
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Kružnice se středem v bodě 
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 je dána tzv. středovou rovnicí 
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Obecnou rovnicí kružnice je rovnice


[image: image1112.wmf]22
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,

ovšem jen tehdy, jestliže se dá převést na středovou rovnici kružnice (s reálným poloměrem).
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Parametrickou rovnicí kružnice je vyjádření
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kde reálný parametr t probíhá hodnoty 
[image: image1115.wmf]02
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Kruh v rovině.
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Kruh v rovině je analyticky vyjádřen nerovnicí 
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kde význam jednotlivých veličin a komentář je obdobný jako u kružnice.

Vzájemná poloha bodu a kružnice, resp. kruhu.

Bod je prvkem kružnice, resp. kruhu, jestliže jeho souřadnice vyhovují rovnici, resp. nerovnici tohoto útvaru.

Vzájemná poloha přímky a kružnice.

Nechť je dána kružnice 
[image: image1118.wmf](
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. Mohou nastat tři případy:
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1. Přímka 
[image: image1120.wmf]p

 je sečnou kružnice k
[image: image1121.wmf]Û
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2. Přímka 
[image: image1123.wmf]p

 je tečnou kružnice k
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3. Přímka 
[image: image1126.wmf]p

 je nesečnou kružnice k
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Poznámka.

Je zřejmé, že vzájemnou polohu přímky a kružnice vyšetříme nejjednodušeji pomocí vzdálenosti 
[image: image1129.wmf](
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 středu kružnice 
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 od přímky 
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. Druhou možností, jak zjistit polohu přímky a kružnice, je nalézt průnik obou útvarů jako řešení soustavy jejich rovnic.
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Příklad.

Vyšetříme vzájemnou polohu kružnice 
[image: image1132.wmf]k

 dané rovnicí 
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1. Z rovnice kružnice 
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 snadno zjistíme, že její střed 
[image: image1137.wmf][

]

S2, 3

=-

.

2. Vypočteme vzdálenost bodu 
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 od přímky 
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3. Vypočteme poloměr kružnice 
[image: image1141.wmf]k

: 
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4. Protože 
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 je tudíž sečnou kružnice 
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.

Rovnice kulové plochy v prostoru.
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Kulová plocha v prostoru je analogií kružnice v rovině. Kulová plocha se středem v bodě 
[image: image1147.wmf][
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Obecná rovnice kulové plochy má tvar 


[image: image1149.wmf]222
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ovšem jen tehdy, jestliže se dá převést na středovou rovnici kulové plochy (s reálným poloměrem).
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Úkol.

Zformulujte zpaměti jednotlivé typy rovnic kružnice v rovině a kulové plochy v prostoru!

Koule v prostoru.
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Koule v prostoru je analogií kruhu v rovině. Analyticky je koule vyjádřena nerovnicí
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kde význam jednotlivých veličin a komentář je obdobný jako u kulové plochy.

Vzájemná poloha bodu a kulové plochy, resp. koule.
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Bod je prvkem kulové plochy, resp. koule, jestliže jeho souřadnice vyhovují rovnici, resp. nerovnici tohoto útvaru. 

Vzájemná poloha přímky a kulové plochy.

Nechť je dána kulová plocha 
[image: image1152.wmf](
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. Mohou nastat tři případy:

1. [image: image1777.png]


Přímka 
[image: image1155.wmf]p

 je sečnou kulové plochy 
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2. Přímka 
[image: image1159.wmf]p

 je tečnou kulové plochy 
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3. Přímka 
[image: image1163.wmf]p

 je nesečnou kulové plochy 
[image: image1164.wmf]j
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Veličina 
[image: image1167.wmf](

)

S,

dp

 představuje vzdálenost středu kulové plochy 
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Vypočítat vzdálenost bodu od přímky v prostoru není sice obtížné, je ale třeba znát příslušný vzorec (viz kapitolu „Analytická geometrie přímky“). Pokud ho neznáme, můžeme jako obvykle u tohoto typu úloh, použít průniku obou útvarů.

Postup řešení pomocí průniku spočívá v dosazení za souřadnice 
[image: image1169.wmf]x

, 
[image: image1170.wmf]y

, 
[image: image1171.wmf]z

 z parametrického vyjádření přímky 
[image: image1172.wmf]p

. do rovnice kulové plochy 
[image: image1173.wmf]j

. Tím dostaneme kvadratickou rovnici pro reálný parametr t, která může mít, jak víme, dvě řešení (sečna), jedno řešení (tečna) nebo žádné řešení (nesečna). 
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Příklad.

Vyšetříme vzájemnou polohu přímky p: 
[image: image1174.wmf]13,2,
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 a kulové plochy 
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 nalezením průniku obou útvarů.

1. Dosadíme z parametrické rovnice přímky 
[image: image1176.wmf]p

 do rovnice kulové plochy: 
[image: image1177.wmf](
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2. Vzniklou rovnici pro neznámou 
[image: image1178.wmf]t

 snadno upravíme na tvar 
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3. Vypočteme diskriminant získané kvadratické rovnice: 
[image: image1180.wmf]2
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4. Protože 
[image: image1181.wmf]0
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 je menší než nula, nemá kvadratická rovnice reálné řešení. Průnik obou útvarů je tedy prázdný, nebo-li přímka 
[image: image1182.wmf]p

 je nesečnou kulové plochy 
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.

Vzájemná poloha roviny a kulové plochy.

Jedná se o velmi přesnou analogii vzájemné polohy přímky a kružnice.

Nechť je dána kulová plocha 
[image: image1184.wmf](
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. Mohou nastat tři případy:
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1. Rovina 
[image: image1186.wmf]r

 je sečnou kulové plochy 
[image: image1187.wmf]j
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2. Rovina 
[image: image1190.wmf]r

 je tečnou ke kulové ploše 
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3. Rovina 
[image: image1194.wmf]r

 je nesečnou kulové plochy 
[image: image1195.wmf]j

 
[image: image1196.wmf]Û



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image1197.wmf](

)

S,

dr

r

>

.

[image: image1781.png]



Veličina 
[image: image1198.wmf](
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Poznámka.

Druhou možností, zde méně vhodnou, jak zjistit polohu roviny a kulové plochy, je nalézt průnik obou útvarů jako řešení soustavy jejich rovnic a určit vzájemnou polohu podle počtu nalezených společných bodů: 
[image: image1201.wmf]¥

 bodů
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sečna, 1 bod
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nesečna.

Shrnutí kapitoly:

Kružnici v rovině popisujeme středovou nebo obecnou rovnicí. Je ovšem také možné popsat kružnici i další útvary parametrickou rovnicí.

Kruh v rovině popisujeme nerovnicí, kterou dostaneme ze středové nebo obecné rovnice kružnice změnou znaménka 
[image: image1205.wmf]=

 na znaménko 
[image: image1206.wmf]£

.

Bod je prvkem kružnice, resp. kruhu, pokud splňuje její rovnici, resp. jeho nerovnici.

Přímka může být sečnou, tečnou nebo nesečnou kružnice. Nejjednodušeji o tom rozhodneme určením vzdálenosti přímky od středu kružnice nebo také výpočtem průniku obou útvarů.

Kulovou plochu v prostoru popisujeme středovou nebo obecnou rovnicí. Kouli v rovině popisujeme nerovnicí, kterou dostaneme ze středové nebo obecné rovnice kulové plochy změnou znaménka 
[image: image1207.wmf]=

 na znaménko 
[image: image1208.wmf]£

.

Bod je prvkem kulové plochy , resp. koule, pokud splňuje její rovnici, resp. nerovnici.

Přímka nebo rovina může být sečnou, tečnou nebo nesečnou kulové plochy . Nejjednodušeji o tom rozhodneme určením vzdálenosti přímky či roviny od středu kulové plochy nebo také výpočtem průniku obou útvarů.
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Otázky:

· Jaké znáte způsoby popisu kružnice v rovině?

· Formulujte středovou, obecnou a parametrickou rovnici kružnice.

· Jaké znáte způsoby popisu kruhu v rovině? Jaký je vztah mezi popisem kružnice a kruhu?

· Jakou vzájemnou polohu mohou mít bod a kružnice, resp. bod a kruh? Jak ji určíme?

· Jakou vzájemnou polohu mohou mít přímka a kružnice? Jak ji nejsnadněji určíme?

· Jaké znáte způsoby popisu kulové plochy v prostoru?

· Formulujte středovou a obecnou rovnici kulové plochy.

· Jaké znáte způsoby popisu koule v rovině? Jaký je vztah mezi popisem kulové plochy a koule?

· Jakou vzájemnou polohu mohou mít bod a kulová plocha, resp. bod a koule? Jak ji určíme?

· Jakou vzájemnou polohu mohou mít přímka nebo rovina a kulová plocha? Jakými metodami ji určíme?

Úloha č. 1:

Rozhodněte, zda se jedná o rovnici kružnice:
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Úloha č. 2:

Určete vzájemnou polohu přímky 
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Úloha č. 3:

Rozhodněte, zda se jedná o rovnici kulové plochy:

a) 
[image: image1222.wmf]222

2410

xyzxz

+++-+=

;

b) 
[image: image1223.wmf]222

28180

xyzxyz

+++-++=

;

c) 
[image: image1224.wmf]222

28170

xyzxyz

+++-++=

.

[image: image1786.png]



[image: image1787.png]



[image: image1788.png]



Úloha č. 4:

Určete vzájemnou polohu přímky 
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 a kulové plochy 
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Úloha č. 5:

Určete vzájemnou polohu roviny 
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 a kulové plochy 
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Řešení úloh:

1a) ne; 1b) ano, 
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2a) sečna; 2b) tečna; 2c) nesečna.

3a) ano, 
[image: image1245.wmf]S[1, 0, 2],2
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[image: image1246.wmf]11
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4a) sečna; 4b) tečna.

5a) tečna; 5b) sečna; 5c) tečna.

Průvodce studiem.
V této kapitolce bylo sice více úloh, ale jsou to v podstatě variace na několik málo základních témat. Pokud máte alespoň drobet představivosti, věřím, že jste neměl(a) při jejich řešení větší problémy.

Nyní na Vás čekají tři závěrečné kapitoly, věnované kuželosečkám v rovině. Odpočiňte si a pak hurá do finiše!
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3.4. ANALYTICKÁ GEOMETRIE elipsy
Klíčová slova této kapitoly:

kuželosečka, elipsa, ohnisko, střed, hlavní a vedlejší vrcholy, hlavní a vedlejší osa, hlavní (reálná) a vedlejší poloosa, normální poloha, středová rovnice, obecná rovnice, parametrická rovnice, vzájemná poloha elipsy a bodu, vzájemná poloha elipsy a přímky.
V této kapitole se dozvíte:

· jak je v rovinné geometrii definována kuželosečka zvaná elipsa;

· co jsou to ohniska, hlavní a vedlejší vrcholy, hlavní a vedlejší poloosa, lineární a numerická výstřednost (excentricita) elipsy;

· tvar středové, obecné a parametrické rovnice elipsy v normální poloze;

· jak analyzovat vzájemnou polohu bodu a elipsy a přímky a elipsy.

Čas potřebný k prostudování učiva kapitoly:
0,5 + 1,0 hodiny (teorie + řešení příkladů)

Budete schopni:
· zjistit, zda daná rovnice je rovnicí elipsy v normální poloze;

· určit vzájemnou polohu bodu a elipsy v normální poloze, tzn. zda bod je prvkem elipsy nebo jejím vnitřním bodem nebo leží vně elipsy;

· určit vzájemnou polohu přímky a elipsy v normální poloze.
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Elipsa patří mezi tzv. kuželosečky, jedná se tedy o rovinnou křivku, kterou je možné získat průnikem roviny a kuželové plochy:

[image: image1795.png]
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Definice elipsy.

[image: image1796.png]
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Elipsa E v rovině je množina všech bodů roviny, které mají od dvou daných bodů 
[image: image1248.wmf]F

, 
[image: image1249.wmf]G

 roviny stejný součet vzdáleností, větší než je vzdálenost 
[image: image1250.wmf]FG

. Zápis:


[image: image1251.wmf]{
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. Takto definovaná křivka je souměrná podle dvou na sebe kolmých os (viz obrázek).

Označení: 
[image: image1252.wmf]F

, 
[image: image1253.wmf]G

 – ohniska elipsy, 
[image: image1254.wmf]S

 – střed elipsy, o1 – hlavní osa, o2 – vedlejší osa, 
[image: image1255.wmf]A

, 
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– hlavní vrcholy, 
[image: image1257.wmf]C
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– vedlejší vrcholy, 
[image: image1259.wmf]SASB
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 - hlavní poloosa, 
[image: image1260.wmf]SCSD
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 - vedlejší poloosa (
[image: image1261.wmf]ba
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), 
[image: image1262.wmf]22
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 - délková (lineární) výstřednost (excentricita), 
[image: image1263.wmf]e

a

 - číselná (numerická) výstřednost (excentricita).
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Úkol.

Nakreslete zpaměti obrázek elipsy a vyznačte na něm všechny důležité body a úseky!

Rovnice elipsy v normální poloze.

[image: image1799.png]



Středová rovnice elipsy:


[image: image1264.wmf](
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Jedná se o rovnici elipsy v tzv. normální poloze (používá se také termín osová poloha), kdy je hlavní osa elipsy rovnoběžná s osou x (pokud platí 
[image: image1265.wmf]ab

>

).
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Obecná rovnice elipsy v normální poloze je rovnice druhého stupně 


[image: image1266.wmf]22
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právě když platí 
[image: image1267.wmf]22

112222131123112233

sgnsgnsgn()

aaaaaaaaa

==+-

, 
[image: image1268.wmf]12

0

a

=

, 
[image: image1269.wmf]1122
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. V praxi ověříme, zda se jedná o rovnici elipsy v normální poloze, nejlépe tak, že se obecnou rovnici pokusíme převést na středový tvar.
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Parametrická rovnice elipsy v normální poloze: 
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Poznámka.

Parametr 
[image: image1273.wmf]t

 má význam úhlu (v obloukové míře), který svírá spojnice daného bodu elipsy a jejího středu s kladným směrem osy 
[image: image1274.wmf]x

.
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Úkol.

Ověřte, že hodnoty parametru 
[image: image1275.wmf]3
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 popisují vrcholy elipsy. 

Poznámka.

a) Uvedené rovnice platí i pro elipsu, jejíž vedlejší poloosa je rovnoběžná s osou 
[image: image1276.wmf]x

. Pak v uvedené středové a parametrické rovnici je 
[image: image1277.wmf]a

 délka vedlejší poloosy, 
[image: image1278.wmf]b

 délka hlavní poloosy a platí 
[image: image1279.wmf]ab
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 a v obecné rovnici platí 
[image: image1280.wmf]1122
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.

b) Je zřejmé, že v případě 
[image: image1281.wmf]ab
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 přecházejí rovnice elipsy v rovnici kružnice o poloměru 
[image: image1282.wmf]rab
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.
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Příklad.

Určeme, zda rovnice 
[image: image1283.wmf]22
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 je rovnicí elipsy v normální poloze, metodou převodu rovnice na středový tvar.

1. Nejprve ověříme, že v rovnici se nevyskytuje smíšený člen 
[image: image1284.wmf]xy

 a že znaménko koeficientů u členů 
[image: image1285.wmf]2

x

 a 
[image: image1286.wmf]2

y

 je stejné (v tomto případě kladné). Kdyby jedna z těchto podmínek neplatila, nemohlo by se jednat o rovnici elipsy v normální poloze a nebylo by třeba dále počítat. Jedná se o nutné, ne však postačující podmínky, proto musíme pokračovat dále.

2. Na levé straně rovnice doplníme členy s 
[image: image1287.wmf]x

 a 
[image: image1288.wmf]y

 na úplné čtverce: 
[image: image1289.wmf](
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3. Výslednou rovnici lze snadno upravit na rovnici elipsy v normální poloze: 
[image: image1290.wmf](
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Poznámka.

Ze závěrečného tvaru rovnice také vidíme, že střed elipsy je v bodě 
[image: image1291.wmf][

]
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, hlavní poloosa 
[image: image1292.wmf]2
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 a vedlejší poloosa 
[image: image1293.wmf]1
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=

.

Vzájemná poloha bodu a elipsy.

Nechť je dán bod 
[image: image1294.wmf][

]
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 a elipsa E v normální poloze. Mohou nastat tři případy:

a) [image: image1804.png]
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b) 
[image: image1296.wmf]X

 leží uvnitř E
[image: image1297.wmf](
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c) 
[image: image1298.wmf]X

 leží vně E
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Vzájemná poloha přímky a elipsy.

Je dána přímka 
[image: image1300.wmf]p

 a elipsa E. Mohou nastat tři případy:

a) [image: image1805.png]



[image: image1301.wmf]p

 je tečnou E 
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 průnikem 
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 je jeden bod.

b) 
[image: image1304.wmf]p

 je sečnou E 
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 průnikem 
[image: image1306.wmf]pE

Ç

 jsou dva body.

c) 
[image: image1307.wmf]p

 je nesečnou E 
[image: image1308.wmf]Û

 průnik 
[image: image1309.wmf]pE

Ç

 je prázdný.

Vyšetřit polohu přímky a elipsy tedy znamená určit počet řešení soustavy rovnic, tvořené rovnicemi obou útvarů.
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Příklad.

Určeme vzájemnou polohu elipsy 
[image: image1310.wmf]E

:
[image: image1311.wmf]22
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 a přímky 
[image: image1312.wmf]p

: 
[image: image1313.wmf]10
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 nalezením průniku obou útvarů.

1. Z rovnice přímky vyjádříme jednu proměnnou. V tomto případě nemáme na vybranou: 
[image: image1314.wmf]1

x

=-

.

2. Dosadíme za tuto proměnnou do rovnice elipsy: 
[image: image1315.wmf](
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3. Rovnici pro zbylou proměnnou snadno upravíme na tvar 
[image: image1316.wmf]2
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.

4. Diskriminant obdržené kvadratické rovnice 
[image: image1317.wmf]2
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, existuje tudíž právě jedno reálné řešení 
[image: image1318.wmf]60
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5. Protože navíc platí 
[image: image1319.wmf]1
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, je průnik obou útvarů jednobodový a tvoří jej bod 
[image: image1320.wmf][
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. To ale podle předchozí teorie znamená, že přímka 
[image: image1321.wmf]p

 je tečnou elipsy 
[image: image1322.wmf]E

 a bod 
[image: image1323.wmf]T

 je tudíž tečným bodem.

Shrnutí kapitoly:

Elipsa patří mezi kuželosečky, tj. křivky, které lze získat průnikem roviny a pláště kužele. V rovinné geometrii se elipsa definuje jako množina bodů, které mají od dvou daných bodů roviny (ohnisek) stejný součet vzdáleností.

Kromě ohnisek jsou u elipsy dalšími důležitými pojmy střed, hlavní a vedlejší vrcholy, hlavní a vedlejší poloosa, lineární a numerická výstřednost (excentricita).

Elipsu v normální poloze, kdy je hlavní osa rovnoběžná s osou 
[image: image1324.wmf]x

, popisujeme středovou nebo obecnou rovnicí. Středová rovnice má tvar
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Je ovšem také možné popsat elipsu i další kuželosečky parametrickou rovnicí. Speciálním případem elipsy je kružnice (případ 
[image: image1326.wmf]ab

=

).

Bod je prvkem elipsy, pokud splňuje její rovnici. Pokud tomu tak není, může ležet uvnitř elipsy (platí-li 
[image: image1327.wmf](
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)nebo vně elipsy (platí-li 
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Mezi délkou poloos a lineární excentricitou platí vztah 
[image: image1329.wmf]222

abe
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.
Přímka může být sečnou, tečnou nebo nesečnou elipsy. Rozhodnutí, který případ nastává, provedeme nejlépe pomocí průniku obou útvarů.

Otázky:

· Co jsou to kuželosečky?

· Jak je geometricky definována elipsa?

· Nakreslete elipsu a vyznačte na ní ohniska, hlavní a vedlejší vrcholy, hlavní a vedlejší poloosu, lineární výstřednost (excentricitu).

· Definujte lineární a numerickou výstřednost (excentricitu) elipsy.

· Co rozumíme normální polohou elipsy?

· Formulujte středovou, obecnou a parametrickou rovnici elipsy v normální poloze.

· Jakou vzájemnou polohu mohou mít bod a elipsa? Jak pomocí středové rovnice elipsy v normální poloze určíme, zda bod leží na, uvnitř nebo vně elipsy?

· Jakou vzájemnou polohu mohou mít přímka a elipsa? Jak ji určíme?
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Úloha č. 2:

Napište rovnici elipsy s ohnisky 
[image: image1330.wmf][
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 a s hlavní poloosou 
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a

=

. Vyšetřete polohu bodu 
[image: image1333.wmf][
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 vůči této elipse.

Návod.

Na základě výše uvedeného obrázku elipsy a ze znalosti polohy ohnisek snadno naleznete souřadnice středu elipsy a lineární excentricitu 
[image: image1334.wmf]e

.

Úloha č. 1:

Rozhodněte, zda se jedná o rovnici elipsy v normální poloze:

a) 
[image: image1335.wmf]22
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;

b) 
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c) 
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Úloha č. 3:

Určete vzájemnou polohu přímky 
[image: image1338.wmf]p

 a elipsy 
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Řešení úloh:
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1a) ano, 
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a

=

, 
[image: image1349.wmf]2

b

=

].

2) Rovnice elipsy: 
[image: image1350.wmf](
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[image: image1351.wmf]X

 je vnitřním bodem elipsy.

3a) sečna; 3b) tečna.
Průvodce studiem.
Domnívám se, že v této kapitolce jste neměl(a) problémy. Látka je tak jednoduchá, protože uvažujeme elipsu (i další kuželosečky) pouze v normální poloze. Obecnější případ, kdy je kuželosečka nějak pootočena, přesahuje záběr tohoto kurzu. 

Pokud se u Vás při studiu této kapitoly významnější problémy přece jen vyskytly, znamená to, že máte asi mezery v jednodušší látce (např. v řešení kvadratických rovnic apod.). Neberte tyto signály na lehkou váhu a příslušné partie se doučte. Jinak se tyto neznalosti s Vámi povlečou trvale a způsobí Vám daleko více nepříjemností.
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3.5. ANALYTICKÁ GEOMETRIE hyperboly
Klíčová slova této kapitoly:

kuželosečka, hyperbola, ohnisko, střed, vrcholy, hlavní (reálná) a vedlejší (imaginární) osa, hlavní (reálná) a vedlejší (imaginární) poloosa, normální poloha, středová rovnice, obecná rovnice, rovnoosá hyperbola, sdružené hyperboly, vzájemná poloha hyperboly a bodu, vzájemná poloha hyperboly a přímky.
V této kapitole se dozvíte:

· jak je v rovinné geometrii definována kuželosečka zvaná hyperbola;

· co jsou to ohniska, střed, vrcholy, hlavní a vedlejší poloosa, lineární a numerická výstřednost (excentricita) hyperboly;

· tvar středové a obecné rovnice hyperboly v normální poloze;

· jak analyzovat vzájemnou polohu bodu a hyperboly a přímky a hyperboly.

Čas potřebný k prostudování učiva kapitoly:
0,5 + 0,5 hodiny (teorie + řešení úloh)

Budete schopni:
· zjistit, zda daná rovnice je rovnicí hyperboly v normální poloze;

· určit vzájemnou polohu bodu a hyperboly v normální poloze, tzn. zda bod je prvkem hyperboly nebo zda leží uvnitř některé z větví hyperboly nebo mezi větvemi hyperboly;

· určit vzájemnou polohu přímky a hyperboly v normální poloze.
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Hyperbola patří mezi tzv. kuželosečky, jedná se tedy o rovinnou křivku, kterou je možné získat průnikem roviny a kuželové plochy:
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.

Definice hyperboly.
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Hyperbola H je množina všech bodů roviny, které mají od dvou daných bodů 
[image: image1353.wmf]F

, 
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 roviny stejný rozdíl vzdáleností, menší než je vzdálenost 
[image: image1355.wmf]FG

. Zápis:
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Takto definovaná křivka je tvořena dvěma tzv. větvemi a je souměrná podle dvou na sebe kolmých os (viz obrázek). 

Označení: 
[image: image1357.wmf]F

, 
[image: image1358.wmf]G

 – ohniska hyperboly, 
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 – střed hyperboly, 
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 – hlavní (reálná) osa, 
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 – vedlejší (imaginární) osa, 
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 – vrcholy, 
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 - hlavní (reálná) poloosa, 
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 - délková (lineární) výstřednost (excentricita), 
[image: image1367.wmf]e
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 - číselná (numerická) výstřednost (excentricita), 
[image: image1368.wmf]22
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 - vedlejší (imaginární) poloosa. 
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Úkol.

Nakreslete zpaměti obrázek hyperboly a vyznačte na něm všechny důležité body, přímky a úseky!

Rovnice hyperboly v normální poloze.

[image: image1824.png]



Středová rovnice hyperboly:


[image: image1369.wmf](
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Jedná se o rovnici hyperboly v tzv. normální (také osové) poloze, kdy je hlavní osa hyperboly rovnoběžná s osou x. 

[image: image1825.png]



Obecná rovnice hyperboly v normální poloze je rovnice druhého stupně 


[image: image1370.wmf]22
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právě když platí 
[image: image1371.wmf]22
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V praxi ověříme, zda se jedná o rovnici hyperboly v normální poloze, nejlépe tak, že se ji pokusíme převést na středový tvar (obdobným postupem jako u elipsy).

Rovnoosá hyperbola.

[image: image1826.png]



Platí-li rovnost 
[image: image1373.wmf]ab
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, mluvíme o tzv. rovnoosé hyperbole, a její rovnice v normální poloze je
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Sdružené hyperboly.
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Hyperboly dané rovnicemi
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se nazývají sdružené. Mají společné asymptoty. První hyperbola má reálné průsečíky s osou 
[image: image1379.wmf]x

, druhá s osou 
[image: image1380.wmf]y

.

Asymptoty hyperboly.

[image: image1829.png]



Jedná-li se o hyperbolu v normální poloze, tj. danou výše uvedenou středovou rovnicí, pak jejími asymptotami jsou přímky
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Úkol k zamyšlení.

Podívejte se znovu na nákres hyperboly na začátku kapitoly a uvažte, zda se rovnice asymptot nedají odvodit přímo z tohoto nákresu.

Vzájemná poloha bodu a hyperboly.

Nechť je dán bod 
[image: image1383.wmf][

]

X,

xy

=

 a hyperbola 
[image: image1384.wmf]H

 v normální poloze. Mohou nastat tři případy:

1. [image: image1831.png]
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2. 
[image: image1386.wmf]X

 leží mezi větvemi H 
[image: image1387.wmf](
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3. 
[image: image1388.wmf]X

 leží uvnitř některé z větví H 
[image: image1389.wmf](
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Vzájemná poloha přímky a hyperboly.

Je dána přímka 
[image: image1390.wmf]p

 a hyperbola 
[image: image1391.wmf]H

. Mohou nastat čtyři případy:

1. [image: image1832.png]


průnik 
[image: image1392.wmf]pH

Ç

 je prázdný 
[image: image1393.wmf]Û

 p je nesečnou 
[image: image1394.wmf]H

.
2. průnikem 
[image: image1395.wmf]pH

Ç

 je jeden bod. a zároveň 
[image: image1396.wmf]p

 není rovnoběžná s žádnou asymptotou 
[image: image1397.wmf]Û

 
[image: image1398.wmf]p

 je tečnou 
[image: image1399.wmf]H

.
3. [image: image1833.png]


průnikem 
[image: image1400.wmf]pH

Ç

 je jeden bod. a zároveň 
[image: image1401.wmf]p

 je rovnoběžná s některou asymptotou 
[image: image1402.wmf]Û

 
[image: image1403.wmf]p

 je sečnou 
[image: image1404.wmf]H

, rovnoběžnou s asymptotou. Platí totiž, že přímky rovnoběžné s asymptotami mají s hyperbolou společný právě jeden bod, asymptoty samotné žádný.

4. průnikem 
[image: image1405.wmf]pH

Ç

 jsou dva body 
[image: image1406.wmf]Û

 
[image: image1407.wmf]p

 je sečnou 
[image: image1408.wmf]H

, různoběžnou s oběma asymptotami.

Poznámka.

Vyšetřit polohu přímky a hyperboly tedy znamená určit počet řešení soustavy rovnic, tvořené rovnicemi obou útvarů a v případě, že vyjde jedno řešení, ještě zjistit, zda je přímka rovnoběžná s některou z asymptot či nikoliv.

Shrnutí kapitoly:

Hyperbola patří mezi kuželosečky, tj. křivky, které lze získat průnikem roviny a pláště kužele. V rovinné geometrii se hyperbola definuje jako množina bodů, které mají od dvou daných bodů roviny (ohnisek) stejný rozdíl vzdáleností.

Kromě ohnisek jsou u hyperboly dalšími důležitými pojmy střed hyperboly, vrcholy, hlavní a vedlejší poloosa, asymptoty, lineární a numerická výstřednost (excentricita).

Hyperbolu v normální poloze, kdy je hlavní osa rovnoběžná s osou 
[image: image1409.wmf]x

, popisujeme středovou nebo obecnou rovnicí.
Speciálním případem je rovnoosá hyperbola (případ 
[image: image1410.wmf]ab

=

) a tzv. sdružené hyperboly.

Mezi délkou poloos a lineární excentricitou platí vztah 
[image: image1411.wmf]222

abe

+=

.
Bod je prvkem hyperboly, pokud splňuje její rovnici. Pokud tomu tak není, může ležet uvnitř některé větve hyperboly nebo mezi větvemi hyperboly.

Přímka může být sečnou, tečnou nebo nesečnou hyperboly. Rozhodnutí, který případ nastává, provedeme nejlépe pomocí průniku obou útvarů. Ale pozor! Jednobodový průnik neznamená vždy tečnu, může se jednat o sečnu rovnoběžnou s některou z asymptot.

Otázky:

· Co jsou to kuželosečky?

· Jak je geometricky definována hyperbola?

· Nakreslete hyperbolu a vyznačte na ní ohniska, střed, vrcholy, hlavní a vedlejší poloosu, lineární výstřednost (excentricitu).

· Definujte lineární a numerickou výstřednost (excentricitu) hyperboly.

· Co rozumíme normální polohou hyperboly?

· Formulujte středovou a obecnou rovnici hyperboly v normální poloze.

· Jak je definována rovnoosá hyperbola a co jsou to tzv. sdružené hyperboly?

· Jakou rovnicí jsou popsány asymptoty hyperboly v normální poloze?

· Jakou vzájemnou polohu mohou mít bod a hyperbola? Jak pomocí středové rovnice hyperboly v normální poloze určíme, zda bod leží na, uvnitř některé z větví nebo vně některé z větví hyperboly?

· Jakou vzájemnou polohu mohou mít přímka a hyperbola? Jak ji určíme? Znamená jednobodový průnik automaticky tečnu?
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Úloha č. 1:

Rozhodněte, zda se jedná o rovnici hyperboly v normální poloze:

a) 
[image: image1412.wmf]22
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b) 
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Úloha č. 2:

Napište rovnici hyperboly s ohnisky 
[image: image1414.wmf][
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, 
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 a s vrcholem 
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.

Návod.

Na základě výše uvedeného obrázku hyperboly a ze znalosti polohy ohnisek snadno naleznete souřadnice středu hyperboly a lineární excentricitu 
[image: image1417.wmf]e

 a další potřebné veličiny.

Úloha č. 3:

Určete vzájemnou polohu přímky 
[image: image1418.wmf]p

 a hyperboly 
[image: image1419.wmf]H

:
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Řešení úloh:

1a) ano, 
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, 
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, 
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; 1b) ano, 
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, hlavní osa rovnoběžná s osou 
[image: image1430.wmf]y

.

2) Rovnice hyperboly: 
[image: image1431.wmf](
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3) Sečna rovnoběžná s asymptotou.
[image: image1840.png]



Úkol k zamyšlení.

Porovnejte vlastnosti hyperboly a elipsy. V čem se liší a co mají naopak shodné? Uvažujte např. vztah mezi veličinami 
[image: image1432.wmf]a

, 
[image: image1433.wmf]b

, 
[image: image1434.wmf]e

 nebo problematiku vzájemné polohy těchto kuželoseček a bodu nebo přímky.

Průvodce studiem.
Jistě souhlasíte, že také tato kapitolka patří k těm jednodušším. Řeší se analogické problémy jako pro elipsu, a to analogickými metodami. Ovšem pozor na některé speciální výsledky! Např. jste zjistil(a), že jednoprvkový průnik přímky a hyperboly nemusí znamenat, že jde o tečný případ. Analogie jsou samozřejmě v matematice vítány, ale je nutné stále zachovávat jistou ostražitost. Ale dost řečí, jistě již netrpělivě čekáte na závěrečnou kapitolu tohoto kurzu.
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3.6. ANALYTICKÁ GEOMETRIE paraboly
Budete schopni:
· zjistit, zda daná rovnice je rovnicí paraboly v normální poloze;

· určit vzájemnou polohu bodu a paraboly v normální poloze, tzn. zda bod je prvkem paraboly nebo zda leží ve vnitřní oblasti paraboly nebo ve vnější oblasti paraboly;

· určit vzájemnou polohu přímky a paraboly v normální poloze.

Klíčová slova této kapitoly: 

kuželosečka, parabola, ohnisko, řídící přímka, vrchol, osa, parametr paraboly, normální poloha, vrcholová rovnice, obecná rovnice, vzájemná poloha paraboly a bodu, vzájemná poloha paraboly a přímky.
V této kapitole se dozvíte:

· jak je geometricky definována kuželosečka zvaná parabola;

· co je to ohnisko, řídící přímka, vrchol, osa, parametr paraboly;

· tvar vrcholové a obecné rovnice paraboly v normální poloze;

· jak analyzovat vzájemnou polohu bodu a paraboly a přímky a paraboly.

Čas potřebný k prostudování učiva kapitoly:
0,25 + 0,5 hodiny (teorie + řešení úloh)
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Parabola patří mezi tzv. kuželosečky, jedná se tedy o rovinnou křivku, kterou je možné získat průnikem roviny a kuželové plochy:
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Definice paraboly.
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Parabola 
[image: image1436.wmf]P

 je množina všech bodů roviny, které mají od dané přímky 
[image: image1437.wmf]d

 stejnou vzdálenost jako od daného bodu 
[image: image1438.wmf]F

. Zápis: 
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Takto definovaná křivka je souměrná podle osy, kolmé na přímku 
[image: image1440.wmf]d

 (viz obrázek).

Označení: 
[image: image1441.wmf]F

 – ohnisko paraboly, 
[image: image1442.wmf]d

 – řídící přímka (direktrix), 
[image: image1443.wmf]o

 –  osa paraboly (
[image: image1444.wmf],F

odo
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), 
[image: image1445.wmf][
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 – vrchol paraboly.

Číslo 
[image: image1446.wmf](F,)0

pdd
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 je tzv. parametr, rovný vzdálenosti ohniska 
[image: image1447.wmf]F

 od řídící přímky 
[image: image1448.wmf]d

.
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Úkol.

Nakreslete zpaměti obrázek paraboly a vyznačte na něm všechny důležité pojmy!

Rovnice paraboly v normální poloze.
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Vrcholová rovnice paraboly v normální (také osové) poloze:

1. Osa paraboly je rovnoběžná s osou 
[image: image1449.wmf]x

: 
[image: image1450.wmf](
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. Je-li znaménko na pravé straně kladné, resp. záporné, je parabola otevřená doprava, resp. doleva.

2. Osa paraboly je rovnoběžná s osou 
[image: image1451.wmf]y

: 
[image: image1452.wmf](
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. Je-li znaménko na pravé straně kladné, resp. záporné, je parabola otevřená nahoru, resp. dolů.
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Obecná rovnice paraboly: 

a) Osa paraboly je rovnoběžná s osou 
[image: image1453.wmf]x

: 
[image: image1454.wmf]2
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b) Osa paraboly je rovnoběžná s osou 
[image: image1455.wmf]y

: 
[image: image1456.wmf]2

11132333

220

axaxaya

+++=

.

Poznámka.

V praxi ověříme, zda se jedná o rovnici paraboly v normální poloze, nejlépe tak, že se ji pokusíme převést na vrcholový tvar.

Vzájemná poloha bodu a paraboly.
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Nechť je dán bod 
[image: image1457.wmf][
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 a parabola 
[image: image1458.wmf]P

 v normální poloze. Mohou nastat tři případy:

a) 
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[image: image1460.wmf](

)

X,

dd

 je vzdálenost bodu 
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 od přímky 
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;

b) 
[image: image1463.wmf]X

 leží ve vnější oblasti paraboly P
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c) 
[image: image1465.wmf]X

 leží ve vnitřní oblasti paraboly P
[image: image1466.wmf](
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Příklad.

Je dána parabola 
[image: image1467.wmf]P

 rovnicí 
[image: image1468.wmf](
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 a bod 
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. Určíme vzájemnou polohu bodu 
[image: image1470.wmf]X

 a paraboly 
[image: image1471.wmf]P

.

1) Přímo z rovnice paraboly vidíme, že vrchol 
[image: image1472.wmf][
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 a parametr 
[image: image1473.wmf]4
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. Znaménko mínus u čísla 4 indikuje, že se parabola otevírá směrem dolů.


2) Řídící přímka 
[image: image1474.wmf]d

 musí být na základě předchozí analýzy rovnoběžná s osou 
[image: image1475.wmf]x

 a procházet o hodnotu 
[image: image1476.wmf]2
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 nad vrcholem 
[image: image1477.wmf]V

 paraboly. Má proto rovnici 
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 (tj. osa 
[image: image1479.wmf]x

).

3) Ohnisko 
[image: image1480.wmf]F

 musí ležet naopak o hodnotu 
[image: image1481.wmf]1
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 pod vrcholem 
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 a proto 
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4) Vzdálenost bodu 
[image: image1484.wmf]X

 od přímky 
[image: image1485.wmf]d

 můžeme samozřejmě počítat podle známého vzorce (viz kapitolu o analytické geometrii přímky), ale díky speciální poloze přímky 
[image: image1486.wmf]d

 je zřejmé, že 
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-ových souřadnic).

5) Vzdálenost bodů 
[image: image1489.wmf]X

 a 
[image: image1490.wmf]F

 vypočteme Euklidovskou formulí: 
[image: image1491.wmf](
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6) Protože platí 
[image: image1492.wmf](
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, podle předchozí teorie leží bod 
[image: image1493.wmf]X

 ve vnitřní oblasti paraboly 
[image: image1494.wmf]P

.

Vzájemná poloha přímky a paraboly.

Je dána přímka 
[image: image1495.wmf]p

 a parabola 
[image: image1496.wmf]P

. Mohou nastat čtyři případy:

1. průnik 
[image: image1497.wmf]pP
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 je prázdný 
[image: image1498.wmf]Û

 
[image: image1499.wmf]p

 je nesečnou 
[image: image1500.wmf]P

.
2. průnikem 
[image: image1501.wmf]pP

Ç

 je jeden bod. a zároveň 
[image: image1502.wmf]p

 není rovnoběžná s osou paraboly 
[image: image1503.wmf]Û

 
[image: image1504.wmf]p

 je tečnou 
[image: image1505.wmf]P

.
3. průnikem 
[image: image1506.wmf]pP

Ç

 je jeden bod. a zároveň 
[image: image1507.wmf]p

 je rovnoběžná s osou paraboly 
[image: image1508.wmf]Û

 
[image: image1509.wmf]p

 je sečnou 
[image: image1510.wmf]P

, rovnoběžnou s její osou.

4. průnikem 
[image: image1511.wmf]pP

Ç

 jsou dva body 
[image: image1512.wmf]Û

 
[image: image1513.wmf]p

 je sečnou 
[image: image1514.wmf]P

, různoběžnou s osou paraboly.

Poznámka.

Vyšetřit polohu přímky a paraboly tedy znamená určit počet řešení soustavy rovnic, tvořené rovnicemi obou útvarů a v případě, že vyjde jedno řešení, ještě zjistit, zda je přímka rovnoběžná s osou paraboly či nikoliv.


Úkol.

Shrnutí kapitoly:

Parabola patří mezi kuželosečky, tj. křivky, které lze získat průnikem roviny a pláště kužele. V rovinné geometrii se parabola definuje jako množina bodů, které mají stejnou vzdálenost od daného bodu roviny (ohniska) a dané přímky (řídící přímky).

Kromě ohniska a řídící přímky jsou u paraboly dalšími důležitými pojmy vrchol paraboly, osa paraboly a tzv. parametr, což je vzdálenost ohniska od řídící přímky.

Parabolu v normální poloze, kdy je hlavní osa rovnoběžná s osou 
[image: image1515.wmf]x

, popisujeme vrcholovou nebo obecnou rovnicí. Vrcholová rovnice má tvar
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 nebo 
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,

podle toho, zda je osa paraboly rovnoběžná s osou 
[image: image1518.wmf]x

 nebo 
[image: image1519.wmf]y

. Znaménko 
[image: image1520.wmf]±

 rozhoduje o směru, ve kterém se parabola rozevírá.

Bod 
[image: image1521.wmf]X

 je prvkem paraboly, pokud splňuje její rovnici, nebo-li pokud platí 
[image: image1522.wmf](

)

X,XF

dd

=

. Pokud tomu tak není, může ležet uvnitř paraboly (platí-li 
[image: image1523.wmf](
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)nebo vně paraboly (platí-li 
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Přímka může být sečnou, tečnou nebo nesečnou paraboly. Rozhodnutí, který případ nastává, provedeme nejlépe pomocí průniku obou útvarů. Ale pozor! Jednobodový průnik neznamená vždy tečnu, může se jednat o sečnu rovnoběžnou s osou paraboly.

Porovnejte teorii řešení problému vzájemné polohy přímky a paraboly s touž teorií pro hyperbolu. V čem se liší?


Otázky:

· Co jsou to kuželosečky?

· Jak je v rovinné geometrii definována parabola?

· Nakreslete parabolu a vyznačte její ohnisko, řídící přímku, vrchol, osu, parametr.

· Co rozumíme normální polohou paraboly?

· Formulujte vrcholovou a obecnou rovnici paraboly v normální poloze.

· Jakou vzájemnou polohu mohou mít bod a parabola? Jak určíme, zda bod leží na, uvnitř nebo vně paraboly?

· Jakou vzájemnou polohu mohou mít přímka a parabola? Jak ji určíme? Znamená jednobodový průnik automaticky tečnu?

Úloha č. 1:

a) Rozhodněte, zda se jedná o rovnici paraboly v normální poloze:

b) 
[image: image1525.wmf]2
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c) 
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Úloha č. 2:

Napište rovnici paraboly s ohniskem 
[image: image1527.wmf][
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 a řídící přímkou 
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dy
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.

Návod.

Na základě výše uvedeného obrázku paraboly a ze znalosti polohy ohniska a řídící přímky snadno naleznete vrchol paraboly a její parametr.



Úloha č. 3:

Určete vzájemnou polohu přímky 
[image: image1529.wmf]p

 a paraboly 
[image: image1530.wmf]P

:
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Řešení úloh:

1a) ano, 
[image: image1533.wmf][

]

V3,1

=--

, 
[image: image1534.wmf]1

2

p

=

, 
[image: image1535.wmf][

]

5

4

F3,

=--

, 
[image: image1536.wmf]3

4

: 

dy

=-

, otevřena dolů;

1b) ano, 
[image: image1537.wmf][
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2) Rovnice paraboly: 
[image: image1541.wmf]2
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3) Tečna.


Korespondenční úkoly.

1. Zvolte netriviálně v prostoru dva body a formulujte parametrickou rovnici přímky 
[image: image1542.wmf]p

 určené těmito body.

2. Obdobně zvolte tři jiné body a formulujte obecnou rovnici roviny 
[image: image1543.wmf]r

 určené těmito body.

3. Vyšetřete vzájemnou polohu přímky 
[image: image1544.wmf]p

 a roviny 
[image: image1545.wmf]r

.

4. Vyšetřete vzájemnou polohu přímky 
[image: image1546.wmf]p

, resp. roviny 
[image: image1547.wmf]r

 a kulové plochy 
[image: image1548.wmf]j

, dané rovnicí 
[image: image1549.wmf]222
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5. Vyberte v každé ze tří kapitol věnovaných kuželosečkám jednu úlohu (v každé kapitole ale jiný typ, prosím), změňte parametry jejího zadání a vyřešte ji.

Průvodce studiem.
Právě jste prostudoval(a) poslední kapitolu tohoto kurzu. Možná jste se při studiu příjemně bavil(a), možná jste naopak musel(a) nasadit všechnu svou houževnatost a pevnou vůli. V obou případech Vám gratuluji, v tom druhém máte navíc můj obdiv, že jste to nevzdal(a). 

Nezapomeňte splnit korespondenční úkoly a odeslat je Vašemu tutorovi tohoto předmětu podle jeho konkrétních pokynů.
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Za vektory můžeme považovat rozličné matematické objekty, např. funkce nebo matice. 
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Rozdíl vektorů je definován analogicky rozdílu čísel (skalárů). 
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Pojem báze vektorového prostoru je základním pilířem pro veškerou další teorii. 





Norma je zobecněním pojmu délka nebo velikost vektoru. 





Skalární součin vektorů má v praxi široké použití.. 





Vzorec pro výpočet skalárního součinu vektorů v ortonormální bázi se probírá i na středních školách. 





Tento vzorec také známe ze střední školy. 





Vzorec pro výpočet vektorového součinu musíme naprosto bezpečně znát. 





Matice jsou v podstatě tabulky čísel. 





Algoritmus maticového násobení je nutné dokonale pochopit.





Definice determinantu je poměrně komplikovaná, ale výpočty budou jednodušší. 





Sarrusovo pravidlo platí pouze pro třetí řád!. 





Vypočítat determinat trojúhelníkové matice je triviální záležitost.





Inverzní matice je něco podobného převrácené hodnotě čísla. 





Pro ušetření místa často píšeme sloupcové vektory jako transponované řádkové vektory. 





Soustavu lineárních rovnic můžeme řešit pomocí inverzní matice.





Cramerovo pravidlo udává přímo hodnotu neznámé.





Vlastní čísla trojúhelníkové matice nalezneme velmi snadno. 





Mnoho praktických problémů vede na výpočet vlastních čísel a vektorů ortogonálních, unitárních, symetrických nebo hermitovských matic.





Vyšetření vzájemné polohy dvou přímek je snadné.





Pozor! O obecné rovnici .přímky lze hovořit pouze v rovině!





Mezi popisem přímky v rovině a roviny v prostoru existuje úzká analogie.





Vzájemnou polohu přímky a roviny si jistě každý dovede představit.





K určení vzájemné polohy přímky a kulové plochy používáme nejčastěji průnik obou útvarů.





Vzájemnou polohu roviny a kulové plochy vyšetříme nejrychleji výpočtem vzdálenosti středu kulové plochy od této roviny.





Rovina svírá s osou kuželové plochy úhel, větší než vrcholový úhel kuželové plochy.





Rovina svírá s osou kuželové plochy  úhel, menší než vrcholový úhel kuželové plochy.





Pozor! Jednobodový průnik přímky a hyperboly neznamená, že jde nutně o tečnu!





Rovina svírá s osou kuželové plochy úhel, totožný s vrcholovým úhlem kuželové plochy.





Pozor! Podobně jako u hyperboly ani zde jednobodový průnik přímky a paraboly neznamená nutně tečnu!
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